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analytiſchen Funktionen, 
in welcher die Grundſaͤtze der Differentialrechnung 
vorgetragen erden, unabhängig von Betrachtung 
ber unendlich Fleinen oder verfchwindenden. Größen 


der Grenzen oder Slurionen, und zuruͤckge⸗ 
führt auf die algebraifhe Analyſis. 


om. 
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Köonigl. Profeſſor der mathematiſchen Wiffenfchaften am adelis 
chen Ladetköncorps im Berlin, und ordentlihem Mit⸗ 


gliede der Königl. Preuß. Alademie der Wiſ— 
M ſenſchaften. 
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Unter ben werfchiebenen SKentniflen, welche dem 
menfchlichen Geiſte zur Ehre und Zierbe gereichen, 
haben bie mathematifchen immer den erften Rang 
‚eingenommen, weil fie allein ‚fih, wie fchon ihr 
Mame lehrt, ausichließend im Befiße der Gewißheit 
befinden, und weil man aus dieſem Grunde. von 
ihnen fagen kann, daß fie allein wahre Wiſſenſchaft 
find, 
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Es ift aber nicht ihr einziger Vorzuz, daß fie . 


guberläßige und durch ihre zahlreichen Anwendungen 
nuͤtzliche Reſultate liefern; auch den Vorzug haben 
fie, dag fie dahin auf einem. Wege führen, ber un 
abhängig von deffen Reſultaten ſelbſt fehr nuͤtzlich 


iſt. Durch die Mittel, welche in der Geometrie 


Wahrheit geben, lexnt man auch die Mittel kennen, 
welche in anderw” ihr fremden Wiffenfchaften dahin 
“führen. Dadurch daß die Mathematik die Denk⸗ 
kraft ſtaͤrkt und ſchaͤrft, und an Gruͤndlichkeit und 


Buͤndigkeit im Schließen gewoͤhnt, iſt fie getoifferma: 
. fen die Grundlage jeder Art von Kenntniffen, und : 
das war ohne Zweifel.die Veranlaffüng zu der be⸗ 


. rühmten Inſchrift ‚, wodurch, Plato nur den Geome 


term den Eintritt in feinen Hörfaal verſtattete. Zu 
‚einer Zeit, wo” man wegen biefer allgemein anerfanns : 
zen Wahrheiten die Mathematif zur Grundlage des. 
Unterrichts gemacht hat, muß fih Franfreich Gluͤck 
wuͤnſchen zu einem Werke, welches die wahren Prin⸗ 
eipien des weſentlichſten Theiles dieſet Wiſſenſchaf⸗ 
ten enthaͤlt; Principien, welche man bis jetzt ver⸗ 
kannte, und an deren Stelle man fremdartige und 
in wenig genaue Betrachtungen ſehee. 


F 


Der leſer erraͤth, daß wir von J. fagrap- 


Na no > 


gens Werke reden mollen, welches unter deng- 
| u on Sie: 





‚Borberiht 0 
Titel erfchten: Theorie des fonctions analytiques, 
contenant les principes du calcul differentiel, dé- 
gagés de toure consideration d’infiniment petits 
ou d’evanouiflens, de limites ou de finxions, et 
r&duits à l’analyfe algebrique des quantites finies; 
Par. J. L, La grange, de 1° Institut national. 
Paris, de p imprimerig de ja r&publique. Prairial 
Mewton und fe ibniß, welche fi die Ehre 
der Erfindung der Differentialrechnung ftreitig machten, 
kamen beyde zu den Reſultaten derſelben auf ver⸗ 
ſchiedenen Wegen; Leibnitz dadurch, daß er die ums 
endlich kleinen Groͤßen verfchiebener Ordnungen in Be⸗ 
trachtung zog, auf bie vom hoͤherer Ordnung aber als 
auf Nullen Feine Rädficht nahm; Newton dadurch, 
daß er die mathematifchen Größen fo anfah, als wären 
fie durch die Bewegung erzeugt, und daß er bas 
Verhaͤltniß veraͤnderlicher Geſchwindigkeiten, wodurch 
dieſe Gröfen hervorgebracht. werben, beftimmte, | 


Wan muß fih wundern, daß dieſe grogen Maͤn⸗ 
‚wer, beyde bie wahre Metaphyſik dieſer NRechnung 
verfehlt haben, Leibni hens Princin iſt nicht genau ge⸗ 

nug, weil. er Oroͤßen abſolut ale Nullen betrachtet, die nur 
unendlich llein fin. Newtons Princip bringt i in die 
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rechnung bloß algebraiſcher Groͤßen den Begriff Ge⸗ 
ſchwindigkeit, der ihnen fremd iſt. 
Wenn gleich Leibnitz' s Methode unbeantwortli⸗ 
hen Einwuͤrfen Raum giebt, fo hat fie. doch den 
Vorcheil, daß fie einen, immer ſehr leichten Gang 
angiebt. Newtons Methode hingegen ift zwar auf 
eine einleuchtenbere Metaphufif. gegruͤndet, giebt 
aber zu, vielen Verwirrungen Anlaß, und fordere alle 
Augenblide befondere Kunſtgriffe, um ihre verfchiebe: 
nen Theile zu erweiſen. 
Auch hat Newton ſelbſt ihr am. Ende entſagt, 
und in ſeinem Werke uͤber die Principien, die Me⸗ 
thode der. letzten Verhaͤltniſſe. der, verſchwindenden 


Groͤßen angenommen. 

Dieſe Methode, fo wie auch die. Methode ber Gren— 
zen, welche. Dalembert nachher. an, ikrer. Stelle. feh: 
te, und die, eigentlich zu reden, nur eine. algebraifch« 

Ueberfeßung ift, hat den Zweck, zu, zeigen, daß bie 
Größen, welche man. für. unendlich Flein Hält, durch 
aus Null, find; daß ihre Verhäftniffe. untereinande 
(die einzigen Größen, welche ben der. Rechnung ir 
"Betrachtung fommen ) die Grenzen. der Verhoͤltniſſ 
endlicher Differenzen find. Aber man muß geſtehen 
| J da 
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daß dieſe an ſich richtige Idee nicht klar genug iſt, 
und daß es ſchwer haͤlt, das Verhaͤltniß zweyer 
Groͤßen aufzufaſſen, in dem Augenblicke, wo ſie 
aufhören vorhanden zu. ſeyn. 


Dies. find. bie. verjchiedenen. Methoden, melche 
man. bis. jeßt in der. Differentialrechnung angemen- 
det. hat. Die. Principien worauf fie: beruhen, find, 
wie man: fieht,. gleich falſch, und da fie in unfern 
Elementarbüchern untereinander gewirret find,; Fonnten 
fie wohl einer: Wiffenfhaft zur. Grundlage dienen, 
deren, Gewißheit auf, Evidenz beruhen muß? 


t 


Das. neue. Principbes- Bürgers fagrange gruͤn⸗ 
dee ſich auf die einfache Theorie. von der Entwide 
lung ber Sunctionen.. Die. Differentiafrechnung wird 
auf die Weiſe von alten- fremdartigen Begriffen bes 
fremet, und. macht nur. einen befonbern Zweig der 


Analyſis endlicher Größen. aus. 


Tanlor’s Theorem, welches: die Grundlage ber. 


| Differentiglrechnung ift, mar bis jeßt nur vermittelft 
4 dieſer Rechnung felbft erwieſen worden, ‚und biefe 


Beweisart bringt im Die durch fie entſtehende Reihe, 
unendlich. Fleine Differenzen, ungeachtet jede dieſer 
Diffe⸗ 


uni - nt, 
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Differenzen durch ihre reipective Stellung -in ichen 
Auedrucle eine endliche Groͤße bildet. 


Seit 1772 bewies der Bürger Sagrange biefes 
Theorem durch ein ganz neues Verfahren. Das von 
ihm angewandte Princip hat den doppelten. Vorzug, . 
daß es den Beweis von allem Tremdartigen befrent, 
und daß es in feine Reihe nur endliche Functionen 
ber veränderlichen Größe bringt. Dieſe fuccef fiven 
Zunctionen werben von ber primitinen Yunction 
abgeleitet, und hängen im mefentlichen einig von 
biefer Function ob. . 


Nach dieſer kurzen Auseinanderfeßung wird 
an leicht fehen, daß die unter bem Namen abge 
teitete Functionen : bezeichneten Größen niches 
anders find, als die. Verhaͤltniſſe der Differentialen 
ber verichiedenen Drönungen, welche man in ben 
neuen Rechnungen anwendet. Dutch eine ſolche 
Darftellung werden dieſe Verhoͤltniſſe van. der Tore 
des Unendlichen los gemacht, und an die Stelle der 
bis jetzt üblichen Bezeichnung derſelben ſetzt der Ver: 
faſſer eine viel einfachere und natuͤrlichere, von wel⸗ 
‚cher wir wagen voraus zu fagen, daß ſte bald all 
gemein angenommen werden wird. 


Nadz 
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Nachdem der Verfaſſer das Werhältnif gezeigt, 
welches zwiſchen den abgeleiteten ſucceſſiven Tunctig- 
nen ſtatt finder, und. nachdem er bemiefen, daß, ſo⸗ 
bald man die erfte Sunction befommen hat, man 
durch, die bloße Wiederhohlung berfelben Operationen 
alle übrige erhaͤlt, giebt er das Mittel an, für alle 

Faͤlle jene erfte Function zu befommen.. Er zeigt 
‚hierauf: die vornehmſten Anwendungen der abgekeites 
‚ten Gleichungen auf die Vermandlung der. Funttionen, 
und in dee Theorie der Neihen, eine bey dem gegen: 
wärtigen Zuſtande ber Analnfis wichtige Theorie, 
die er beiläufig mit neuen Süßen bereichert, Der 
merkwuͤrdigſte giebt die Grenzen bes Werthes einer 
unendlichen Reihe, (woben man von einem beliebigen 
Gliede diefer Reihe ausgehn Fann) und giebt fo ein 
WMittel an die Hand, den Irrthum zu beftimmen, ' 
- welcher. ben, ber Anwendung der Annaͤherungsmethode 
dadurch entſteht, daß man gewiffe Größen nicht in 
Anſchlag bringt, einen. Irrthum, welchen man his 
jehzt niche Ichäßen Fonnte, und der die Anwendung 
jenee Methode ſehr gefaͤhrlich machte. 






Dieſe yerſchiedenen Reſultate, und alle, welche 

von der abſtrakten Theorie der Functionen abhangen, 

machen den erſten Theil deg Werkes aus; und ent: 

halten faſt alles, was über die neue Rechnung vor⸗ 
;55. 
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handen war. Man weiß, daß bie Aufldſung der 
wichtigſten Aufgaben, welche bie Geometrie und Me: 
chanik harbieten, weſentlich davon abhängt. 


In dem aten. Theile. zeigt der Verfaſſer, daß alle 
dieſe - Auflöfungen ebenfalls durch feine, neuen Theo⸗ 
sien gegeben werben. Mit Bewunderung. findet man 
. bier wieber bie Evidenz und Strenge ber. Beweiſe, 
‚welche, die. Geometrie. der. Alten. charafterifiet; aber 
dieſe konnten bey ihrem firengen. Gange ſich nur den 
Elementen dee Wifjenfchaft: nähern. Dem, Bürger 
fagrange war es aufbehalten, benfelben Gang bis 
an feine, Grenzen zu: verfolgen; und. fo. den allge 
- meinften Refultaten der Analyfis den Charafter - 
‚su geben, welcher bie Auflöfungen der Alten unter⸗ 


e ſcheidet. 


| Das Problem der Tangenten if: das. erfie uns 
ter, denen, deren Aufldſung weſentlich von ber neuen 
Rechnung abhängt. Diejenigen. unter ben neuen 
Geometern, welche für dieſe finien eine neue Formel 
gegeben haben, gründeten. fie auf‘ eine. wilituͤhrliche 
Betrachtungsart, und entfernten fich. von ‘der ganz 
einfachen Definition, von welcher die alten Geome: _ 
tee ausgingen, um biefe Sfinien unter den wenigen 
| u von 
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von ihnen hetrachteten Eurven zu beſtimmen, und 
dieſelbe Definition iſt es, welche nach der. neuen 
Theorie die allgemeine Formel giebt, und zwat ſo, 
daß. nach. der neuen Bezeichnung. dieſe Formel jeder 
unendlich feinen oder flurionellen Groͤße entledigt iſt. 
Diefen, doppelten Vorzug finder man in, allen: dem, 
Auflöfungen, welche yon, der, Anwendung der Algebra 
‘auf die, Geometrie. und, die, Mechanif. abhängen. 
Seit der allgemeinen, Formel des Dalembert; und 
infonderheit. feit. dem großen, Werke des. Bürgers far 
grange. find. alfe die, Fragen, welchel von: diefer 
Wiſſenſchaft abhangen, aufgeloͤſt, und ihre vollſtaͤn⸗ 
dige Aufloͤſang hänge von der Vollfommenheit ber ana= 
lytiſchen Methode ab. Man ann ſich indeſſen nicht 
verbergen, daß bie verſchie denen Principien, auf wel⸗ 
chen man die allgemeinen Gleichungen gegruͤndet hatte, 
oft Klarheit und Evidenz vermiſſen laſſen. 

Ein neuer Vorzug der Theorie der Functionen. 
iſt es, daß ſie dieſe Gleichungen auf eine moͤglichſt 
einfache Art giebt. In. ber. That beziehen ſich in— 
dieſer Wiſſenſchaft die Functionen weſentlich auf: 
die Zeit, welche ein neues Element, diefer Rechnung iſt. 

Man, kann die Mechanik betrachten. als eine. 
Geometrie, die es mit vier Dimenfionen zu. thun 
het, und die. mechanifche Analyfis als eine Erweite⸗ 
tung der geometriſchen Analyſis. 


Wenn 
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Wenn man von dieſer einfachen Betrachtung 
| ausgeht, und wenn man nach und nach die verſchie⸗ 
denen Arten analyſirt, auf welche die drey Coordina⸗ 
ten, welche die Sage eines Punktezs im Raͤume bes 
flimmen, Functionen der Zeit feyn können: fo leitet 
man daraus die verfchiedenen befannten Bewegungen 
‚her; und combinirt man nun diefe unter fich, fo ger 
ben fie.die allgemeinen Gleichungen, . Unmoͤglich ift 
es, did Einfachheit der Mittel und die Seinheit der 
Analyſis nicht au bemundern, welche in dieſem 
Theile des Werkes berrſchen. 

| Die Grenzen dieſer Vorrede, und die Schwie⸗ 
rigkeit einer ſo abſtracten Materie, erlauben, uns 
nicht, die zahlreichen Eutwickelungen und die neuen 
Theorien aus: einander zu feßen, welche jeber Theil 


der Anwendung der Theorie enthält. Wir wollen 


nur anzeigen, daß. der Autor beyläufig die Theorien 
„der Kegelſchnitte mit einer neuen Eigenheit berei⸗ 
chert, und bag er fehr. fein ben Irrthum aufdeckt, 
in welchem Newt on gefallen war, indem er ſuchte 
durch Betrachtung der Reihen das Geſetz bes Ai: 
derſtandes zu finden, der noͤthig woͤre, damit ein 
ſchwerer Körper eine gegebene krumme Sinie beſchrie⸗ 
be; ein Serum, deſſen wahren Grund man big jetzt 
Aucht angeben Eonnte Die neuen Wahrheiten 
dtnen ſich in dieſem Werke, wie bie alten 
Wapr- 


- 
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Woehrheiten in den Elementarbuͤchern, und wenn der 
Autor fid) darauf einfchränft, fehon bekannte Reſul⸗ 
tate zu liefern, fo gefchieht ed immer durch eine 
neue und-allgemeine Methode, welche in jedem Augen 
blicke die Feinheit feiner Analyfis und bie Liefe 
ſeines Geiſtes bewundern laͤßt. 

Wir muͤſſen noch bemerken, daß Die Shhteib⸗ 
art, welche hell, einfach und beſtimmt iſt, zum wah⸗ 
ren Muſter fuͤr Unterſuchungen dieſer Art dienen 
kann. Newton ſchien in dieſer Ruͤckſicht, durch fein 
Beyſpiel den größten Theil der neuen Geometer vers 
borben zu haben, melde in ihren Schriften nur 
allzuoft fuchten durch Schwierigkeit und Trockenheit 
ihter Unterfuchung zu erfeßen, was Ihren Reſultaten 
an Wichtigkeit abging. Londorcet hatte in einer 
weit niebrigern Gattung dieſen Fehler zum Leber 
maße getrieben: daher man don feinen Werfen fagte, 
daß es mehr Muͤhe koſtete, ſie zu leſen, als gekoſtet 
haben wuͤrde, ſie zu ſchreiben. 

Wie wollen übrigens nicht verſuchen, ein Wert 
von dieſer Wichtigkeit noch Wuͤrben zu loben. ES 
allein Hätte Lagrangens Genie unſterblich gemacht, 
aber auch ſchon andre feiner Werke hatten ihm einen 
Platz zwiſchen Newt on und Archimedes angemiefen, 
| Man wuͤnſcht, daß auch diefe deutſche Ueberfe- 
fung Benfall finden möge ‚ die nad) ben Wunfche 

| Des 
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des Herrn Verlegers ohne alle Zuſaͤtze erſcheint, in⸗ 
dem ſolche einen eigenen Band ausmachen werden. 
Der ate Thell folge dieſem unmittelbar, und wird mit 
einer Vorrede und Zufäßen von fagrange bereichert, 
wodurch für dieſe Ueberſetung ein wichtiger Vorzug 
vor dem Original erwaͤchſt. Zugleich benachrichtige 
ich, daß ich auch eine Ueberſetzung von dem vortrefli⸗ 
chen Lehrbegriff der Differential und Inte 
gral⸗Rechnung des Bürgers Lacroix heraus⸗ 
gebe, in welchem die Uebereinſtimmuns der Lagran⸗ 
giſchen neuen Theorie der Functionen mit der 
Differentialrechnung gezeigt iſt. | 
Den Diachemätifern iſt es vielleicht angenehm 
zu erfahren, daß ich einen ganz neuen Calcuf, den 
ich Exponirungscalcul nenne, erfunden habe, 
mittelſt welchem ic) eben fo fehnell und leichte Alles Das: 
jenige was bisher nur immer bie Differentialrechnung 
geleiſtet hat, leiſte; die Principien aber worauf er beruht, 
gehdren gänzlich zur Analyfis endficher Größen, und ents 
fernen alle Betrachtungen von unendfichkleinen Größen, 
alles wit einer Simplicität, daß es in der, That jeden in 
Verwunderung feßen muß. Ich werde die Ehre haben: 
eine Abhandlung über diefen neuen Calcul in meiner ers - 
ſten Vorleſung der Koͤnigl. Preußiſchen Akademie der 
Wiſſenſchaften vorzulegen. Berlin den 6ten Feb. 1798. 
©r uͤ ſon. 
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Theobrie 







der 
analytiſchen Funktionen, 
Erſter Theil. 


Darſtellung bet Theorie mit ihren vornehmſten An 
wendungen in det Analyſis. 


Ri — 3 Bon den Funktionen uͤberhaupt S. 1 — 3 
N. 4 — 9 Von den verſchiedenen Arten, wie man 
den «Differenziälcaleul betrachtet hat. Plan dieſer 
Shift — — — = S. 3 — 10 
Sr. 10 — 13 Von der Entwickelung Einer Funktion von 
einer: veränderlihen Größe ih einer Reihe, wenn 
man dieſer veränderlihen Größe einen Wahsthum 
zueigne — — — S. 10 — a . 
* i6 
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ot, 16'— 17 Bon der fucceffiden Bildung der Glieder 
diefer Reihe. Bon den abgeleiteten Funktio⸗ 
aan — — — — — S. aza1 — 23 
Nr. is — 21 Anwendung auf die Binomialformel, und 
auf die Entwickelung der Erponentials und Logarith⸗ 
mifchen Groͤßen. Von den abgeleiteten Funktionen 
der Groͤßen xv, ax, log. x — — S. 23 — 28 
Me; 22 — 29 Mittel die Reihen, welche die Logarithmen, 
die Erponentialgroͤßen; die sinus, die cosinus und die 
Bogen ausdruͤcken, aus einfachen algebraiſchen Be⸗ 
trachtungen abzuleiten. Von den abgeleiteten Funk⸗ 
‚tionen von sin. x, cos. x — — S.. 28 —44 
Mr. 30 — 33 Von den abgeleiteten Zunftionen dee aus 
einfachen’ Funktionen zufammengefehten Ausdräce, 
Von den abgeleiteten Sunftionen aller Ordnungen 
S. 44 — 50 
Mr. 34 — 39. Von der Entwickelung der Funktionen, 
wenn man der veraͤnderlichen Groͤße einen beſtimm⸗ 
ten Werth giebt. Fall in welchem die allgemeine Re⸗ 
gel falſch iſt. Von den Werthen der Bruͤche von 
welchen der Zähler und der Nenner zu gleicher Zeit 
verſchwinden — — — S. so — 58 
Nr. aa — 44 Bon beſondern (finguliers) gällen, two die 
Enntwickelung der Zunftion nicht nach den pofitiven 
und ganzen Potenzen des Zumachfes, der veränderlis 
chen Größe förtgehet. Bon Brüchen die immer uns 
beſtimmt bleiben, indem man die abgeleiteten Funk⸗ 
tionen von Zähler und Nenner ins Unendliche nimmt 
S. 58 — 64 
ger. 45 — 47 Allgemeine Yuflöfung der Funftionen in Reis 
hen. Mittel die Reſte, von einem beliebigen vorge= 
gebenen Gliede an, auszudrücken — S. 64 — zum 


®”- 


enthaltenen. Materien. 
te, 48 — 49 Bon den: Grenzen einer Größe die nur 
duch ihre abgeleitete Sunftion der erften Ordnung 
gegeben iſt — — —. S. 70 — 33 
tr. 50 — 53 Entwickelung der Funktionen in Reihen die 
begraͤnzt ſind, und aus ſo viel Gliedern als man will 
beſtehen. Neues Theorem uͤber dieſe Reihen 

S. 74 - 70 
Rr. 54 — 57 Von den abgeleiteten Gleichungen, und ihr 
Gebrauch zur Umbildung der Funktionen S. 79 — 85 
Nr. 58 — 61 Allgemeine Theorie der abgeleiteten Glei⸗ 

dungen, und der beftändigen willführlichen Groͤßen 
| S. 85 — 98 
Nr. 62 — du Einfache Faͤlle, von welchen man, von den 
abgeleiteten Funktionen oder Gleichungen der erſten 
Ordnung, zu den primitiven Funktionen oder Glei⸗ 
chungen über gehen kan — — Seq92 — 97 
Nr. 65— 68 Don den lineariſchen Gleichungen verſchiede⸗ 
net Ordnungen, und von denen die man linearifch 
maden kan oe 5910} 
Ne. 69 — 70 Bon dem Gebraudhe der Keihen um die 
partitulairen Werthe zu ergänzen S. 103 — 108 
Nr. 77 — 753 Bon den befondern Werthen, welche nicht 
in den vollftfändigen primitiven Bleichungen enthals 
fd - — — — S ros.— 117 
Sr. 76 — 78 Bon dem Gebrauche der abgeleiteten Glei⸗— 
hunger, und von der Beftinmung der beftändigen 
Größen. Anwendung auf die Summirung der Reis 
ben, und auf die Auflöfung der, Gleichungen vom 
dritten Grade — — — S. 117 — 17. 
Nr. 79 — 84 Von der primitiven Gleichung einer Gleis 
hung der erften Ordnung, in welcher die veränderlis 
hen Größen abgefondert find, und wo man die primi⸗ 
tiven 


ME. 97 = 99 Merkwuͤrdige Formel für die Entwickelung 
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tiven Funktionen nicht erhalten kann. Merkwuͤrdige 
Eigenſchaften dieſer primitiven Funktionen ©. 127 — 146 
Ne 85 — 90 Bon der Entwickelung der Funktionen 
von zwey veraͤnderlichen Größen. Von ihren 
abgeleiteten Funktionen. Bezeichnung dieſer Funk⸗ 
tionen und Bedingungen, welchen ſie genuͤge lei⸗ 
ſten fen — — — = S. 146 — i51 
Nr. gt — 94 Von den Verfahren die man befol— gen muß 
um dieſe abgeleiteten Funktionen zu bekommen. Von 
den abgeleiteten Sfeihungen einek Gleichung zwiſchen 
drey oder mehrern veraͤnderlichen Größen S. 153 — 157 
Dr. 95 — 96. Von zwey beſtaͤndigen Größen oder von]. 
der willkuͤhrlichen Funktion die in einer vollſtaͤndigen 
primitiven Gleichung zwiſchen drey veraͤnderlichen 
Groͤßen vorkoͤmmt — — S. 157 — 16 


einer beliebigen Funktion von der unbekannten Groͤße 

z dei Gleichung z=x+ yfz,-in einer Reihe S.161-—168 | 
Mr. 1068 — 103 Befotideres Verfahren für die Eliminitung: 
der Funftionen. Allgemeine Methode, die primitibe 

, Steigung von einer Gleihüng der erſten Ordnung 
zwiſchen mehreren veränderlichen Größen zu finden, 

” wenn die abgeleiteten Funktionen lineatifch find 

S. 168g — 176 | 

Nr. 164 — 166 Darftellung einer Allgemeinen Methode, 
die. primitive Gleichung von einer Gleihung der ers 

ften Ordnung zwifchen drey veränderlihen Größen zu‘ 

finden. Beyſpiel von dieſer Methode: S. 176 — 166 
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Sheorie 
| der 


| analytiſchen | Sunftionen, 


velche die Grundſaͤtze der Differenzialrechnung ent« - 
Alt, Unabhängig von der Betrachtung ber unendlich . 
feinen der verfehtwindenden Größen, den Grenzen 
oder den Siurionen, und auf die algebraifche 
Analyfis enblicher Größen zuruͤck⸗ 
geführe. 





Darftellung der Theorie, mit ‚ihren vor— 
nehmften Anwendungen in ber Ana 
- Ih ſis. 


EA 


1. 


Runttion einer oder mehrerer Größen, heißt jeder 

Kusdruck des Calculs, in welchem diefe Größen auf ie. . 

gend eine Act fi befinden, ſey es in Verbindung mit 

andern Größen oder nicht, welchen man gegebene und un 

beränderliche Werthe beylegt, während daß die Groͤßen 
N j % | der 


a 


s . Darftellung ber Theorie, mit ihren 


ber Sunftion alle nur mögliche Werthe annehmen 
Man betrachtet alfo in den Funktionen blof 


Geben ‚ welde man als. veränderlih annimmt, ohne 


die beſtaͤndigen, die mit unter ihnen ſeyn koͤnnen, R 
ſicht zu nehmen. 


x 


2. 


Um eine Funftion Einer einzigen veränberlichen € 
Se, 3. B. von x zu bezeichnen, werden wir bloß 


dieſe veraͤnderliche Groͤße den Buchſtaben oder Bag 


‚hen Foder F vorfegen; wenn man aber die Funktie 
einer ſchon aus diefer veranderlichen Größe zufamme 
fetten Größe anzeigen will, z. B. vön x? oder a + 
u. f. w., fo ſchließe man diefe Groͤße in Klammern. 
wich fx eine Zunftion von x, und fCx?), f(a + 


a. f. m. werden Funktion von x” von a + bx u, f 


bezeichnen. 

Um eine Funktion zweyer veraͤnderlichen unabhoͤ 
gen Groͤßen, z. B. x, y anzuzeigen, wollen wir F6 
ſchreiben, und eben fo in ähnlichen Fällen. 
Wenn wir es nöthig finden, andere Zeichen zur. 
zeichnung der Kunftionen zu gebrauchen, fo werden 
nicht unterlaflen, es vorher anzuzeigen. 

Die erſten Analyſten gebrauchten das Wort Zunft 
um überhaupt die Potenzen einer und derſelben ©: 
anzuzeigen. Nachher hat man die Bedeutung diefes W 
erweitert, und darunter jede Groͤße, Die von einer 
dern auf irgend eine Art gebildet wird, verftanden. & 
nitz und die Bernoulli haben es zuerſt in diefer allgeı 
nen Bedeutung gebroucht rund jetzt iſt es allgemein 


| genommen, 
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N 3. 

Bir wollen alfo eine Funktion /x von irgend einer 
deränderlihen Größe x betrachten. Wenn man ftatt x 
feget x -+ i, und iirgend eine unbeftinmte Größe ift, fo 
wird fie fCx + i); und nad der Theorie Der Reihen 
kann man daraus eine Reihe wie folgende, entwickeln: 

x - pi 4 qi p ri +... | 

in welcher die Größen p, q, x u. f. w. Eoefficienten der 
Potenzen von i, neue Funktionen von x feyn werden, die 
bon der urfprünglichen Funktion fx abgeleitet und von der 
Bröße i unabhängig find. | | 

Es ift Mar, daß die Korm der Funktionen p, q, e 
u. ſ. w. einzig und allein von der Form der Funktion &x 
ashängen wird; und man wird dieſe Zunftionen in den 
befondern Fällen leicht nach den gewöhnlichen Regeln dee 
Kigebra beftimmen, inden man die Funktion in einer Reis 
be, die nach den Potenzen von i geordnet ift, entwickelt. 


4. 
Dieſe Het, aus einer gegebenen Funktion andere ad⸗ 
leitete und von der urfpränglichen Funktion gänzlich ab» 
Yangende Funktionen. herzuleiten, ift don der Aufferften 
Dichtigkeit in der Analyſis. Die Bildung und der Calk 
dieſer verfchiedenen Sunktienen, ift genau genommen 
er- eigentlihe &egenftand des neuen Calculs; d. h. der 
atnannten Differenzial s und Siurionen s Rede 
ng. Die erften Geometer, welche die Differenzialvechs . 

ung ‚angewandt haben, als Leibnitz, die beyden Ber» 
joulli, Phopital u. a. m. gründeten, fie auf die Ber 
rachtung der unendlich Eleinen Größen von verfdiedenen 
— Wa Ord⸗ 












4 Darſtellung der Theorie, mit ifren- : 
Ordnungen, und auf die Vorausfegung, dak man ı 
fen, die von einander nur um unendlich Fleine @r 
in Ruͤckſicht ihrer verfchieden find, als gleich betra 
und behandeln Fünne. Sie waren. zufrieden, durch 
fen Ealcul ſchnell und ficher zu. richtigen Refultaten 
kommen zu ſeyn, und fie hielten fi daher nicht w 
dabey auf, die Gründe davon darzuthun. Euler, 1 
lambert u. a m., welche ihnen folgten, fuchten | 
kuͤcke auszufüllen, indem fie an befondern Anwendur 
jeigten, daß die Differenzen, die man als unendlich f 
annehme, durchaus nichts anders als Nullen ſeyn fol 
und daß ihre Verhältniffe (die einzigen Größen, te 
wirklich in dieſen. Calcul vorfommen) nichts weiter ſ 
als Grenzen der Verhaͤltniſſe von endlichen oder u 
gränzten (indefinies) Differenzen. 


Man muß aber einräunien , daß diefer Begriff, 
richtig er an ſich auch feyn mag, nicht deutlich genug 
um als Prinzip einer Wiſſenſchaft, die ihre Zuverlä 
feit auf Evidenz gründen ſoll zu dienen, und vornehm 
um Anfängern vorgetragen werden zu koͤnnen; überl 
bin ich der Mennung: da man in der Differenzialrechn 
fo wie man fie anwendet, in der That unendlich kle 
oder ald unendlich Flein vorausgeſetzte Größen betrad 
und berechnet; fo beftehet die wahre Metaphyſik di 
Calculs darin, daß der Irrthum, der aus dieſer Falle 
Vorausſetzung entfteht, durch einen andern Irrthumr 
beflert und ausgeglihen wird; "durch. den Irrthum ni 
lich, der aus der Verfahrungsart des Calculs entſteh 
welchen zufolge man bep der. Differenziirung nur die 
endlich kleinen Groͤſſen derſelben Ordnung zuruͤck behi 


| We 
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Wenn man ;. B. eine frumme Linie als ein Polygon 
n unendlich vielen und. zugleich unendlich kleinen Seiten 
teachtet und die Verlängerung einer ‚foldhen Seite die 
angente der krummen Linie ift, fo.ift Par, daß man 
was Irriges vorausfegt, aber der Irrthum wird in dem 
afeul durch die Auslaſſung der unendlich. kleinen Größen 
jeder verbeſſert. Diefes kann man fehr leicht an Bep⸗ 
ielen zeigen, indeflen wuͤrde es ſchwer ſeyn, davon eis 
n allgemeinen Beweis zu geben. 


. 5 
Remton betrachtete, um die Worausfegung unends 
6 kleiner Groͤgen zu vermeiden, die mathematiſchen 
roͤßen als ſolche, die durch Bewegung erzeugt würden, 
id er ſuchte eine Methode, um direfte die Geſchwindig⸗ 
iten, oder vielmehr das Verhältnig der veränderlichen 
roͤßen, durch melde dieſe Größen hervorgebracht find, 
ı beftimmen. Dies nannte man nach ihm die Metho> 
e der Zlurionen oder Klurgionsrehnung, mei 
: jene Gefchwindigfeiten Flurionen der Größen 
annte. Dieſe Methode: oder dieſer Calcul fiimmt dem 
kunde und dem Berfahren nah mit der Differenzials 
echnung überein, und unterfcheidet fi) davon nur durch 
ie Metaphyſik, welche wirklich deutlicher zu ſeyn fcheint, 
eil Kedermann einen Begriff von der Geſchwindigkeit hat 
der zu haben glaubt. Aber wenn man die Bewegung in 
men Calecul beingt, der nur algebraifche Größen zum 
Begenftande hat, fo heißt das auf der einen Seite einen 
zegriff Hineintragen, der ihm fremde iſt und der uns noͤ⸗ 
higet, dieſe Groͤßen als Linien zu betrachten, welche von 
inem bewegligen Dinge durchlaufen ind; auf der ans 
93 . dern 


- 


6 __ Darfielhmg ber Theorle, mit ihren. 
dern Seite muß man geftehen, daß man nicht einmaleb- 
nen gehörig’ deutlichen Begriff von der Hefhmwindigkeit eines 
Punkts in jedem Augenblick Habe, wenn diefe Geſchwindig⸗ 
keit veränderlich iſt; und man kann aus Maelaurius ges. 
lehrten Werke uͤber die Fluxionen ſehen, wie ſchwierig eß 
iſt, die Methode der Fluxionen ſtrenge zu beweiſen, und 
wie viel beſondere Kunſtgriffe man anwenden muß, um 

die verſchiedenen Theile dieſer Methode und ihren Du 
‚weis zu zeigen. 

Nemton felbft Hat in feinem Buche Principia Mathe 
matica &c. die Methode von den fetten Verhaͤltniſſen der ] 
verfchtwindenden Größen, als die Fürzere vorgezogen; und ? 
‚man muß einräumen, dab auf die Principien dieſer 


















ciren. Aber diefe Methode hat, fo wie die Methode der 
Grenzen, wovon wir weiter oben geredet haben, und 


in dem Zuſtande, wo fie fo zu ſagen aufhoͤren, Groͤßen 
zu ſeyn, — denn wenn man gleich immer 


niß dem Berftande feinen deutlichen, und Heftimmten | VOR: 
griff, fobald als ſeine beyden Glieder male Null werden; 


6. 


Um diefen Schwierigkeiten auszumweichen, hat ein gem 
ſchickter englifher Geometer, der wichtige Entderfungdige 
in der Analyſis gemacht hat, in den neuern Zeiten borge 
ſchlagen, für die Methode der Flurionen, welche bis da | 
hin’ alte englifche Geometer Angfilich befolgt haben, ein 
- andere 


. 
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andere rein analytiſche und der Differenzialmethode ana⸗ 
loge zu ſubſtituiren, aber in welcher, ſtatt nur unendlich 
kleine Differenzen oder Nullen von veraͤnderlichen Größen 
‚m gebrauchen, man ſogleich verſchiedene Werthe. diefer. 
Größen, einführt, die man in der Folge (nachdem man 
nemlich duch Divifion- den Factor, welchen diefe Gleich⸗ 
heit zu Null machen wärde, hat verſchwinden laflen) gleich 
fest. Hierdurch vermeidet man in ber That die unends 
lich Pleinen und vetfchwindenden Größen; aber das Vers 
fahren und die Anwendungen des Calculs find unbequem 
und eben nicht natürlich, und man muß eingeftehen, daß 
dieſe Art, der Differenzialrechnung ſtrenger in ihren Princi⸗ 
pien zu machen, ihre hauptfächlichften Vorzüge, Einfach⸗ 
heit der Methode und Leichtigfeit der Operationen, nimmt. 
Man vergleiche das Werk betittelt: The rehdual analyfıs, 
a new. branch of the algebric art by John Landen, Lon- 
don 1764. wie auch die Abhandlung deffelden Verfaſſers 
über denſelben Gegenftand, welche 1758 erichien. 

Diefe Verſchiedenheiten in der Art die Principien dee 
Differenzialrechnung zu gründen und darzuftellen, und ſelbſt 
in der Benennung dieſes Calculs zeigen, wie mir fcheint, 
dog man noch nicht die wahre Theorie gefunden hat, 
sb man gleich Anfangs die einfachlten und bequemften Res 
gein des Mechanismus der Operationen entdedt hatte, . 


’ T- 

In einem der Memoiren der Afademie zu Berlin vom 
ahre 1772 behauptete ih, daß die Entwidelung . der 
netionen in einer Reihe die wahren Principien der 
ifferenzialrechnung enthalte, und zwar unabhängigoon der 
achtung der unendlich kleinen Größen oder der Grenzen. 
bewies durch diefe Theorie den Lehrſatz des Taylor, 









5 Darſtellung ber Theorie, mit‘ iären 
‚welchen man als Hauptprineip diefes Caleuls anfehen ke 
und den man bis dahin nicht anders als dur H 
eben dieſes Calculs, oder durch die Betrachtung der 
endlich kleinen Differenzen, bewieſen hat. 

Machher übergab Arbogaſt der Akademie der Wi 
ſchaften eine ſchoͤne Abhandlung, worin dieſelbe Idee 
Entwickelungen und Anwendungen auseinander geſetzt 
die ihm gehoͤren. Dieſes Werk ſoll den genannten 
genſtand völlig erſchoͤpfen; da aber der BVerfafler ı 
nicht für gut gefunden Hat es herauszugeben, und da 
duch gemifle befondere Umftände gendthiget wurde, 
ellgemeinen Brincipien der Analyſis zu entwiceln, fo kel 
ich zu meinen ehematigen Ideen üder d e allgemeinen Pri 
pien der Differenzialrechnung zuruͤck, und ftellte neue Betr 
tungen an, 'in der Abficht fie zu begründen und au verallgen 
‚nern. Dies gerade hat dieſe Schrift veranlaßt, zu di 
Herausgabe mich bloß die Borftellung von dem Nutzen 
wog, den ſie für diejenigen Haben kann, welche dieſen n 
Neem Theif der Analyſis ſtudieren. 


uebrigens kann es wunderbat feinen , daß? 
Unſicht der Differenzialrechnung ſich nicht ſchon früher 
Geometern dargeboten hat, uud befonders daß fie N 
ton dem Erfinder von den Methoden der Reihen und | 
gionen, entgangen ift. Aber wir wollen in diefer Hin 
bemerfen , dab Newton mirklih anfangs die eii 
che Betrachtung der Reihen nur angewandt hatte, um 
' deitte Problem des aten Buchs von den Principien, 
julöfen, in welchem er nemlich das Geſetz von dem Wi 
ſtand auffucht, der nöthigift, damit ein ſchwerer Körper 
gegebene krumme Linie frey befchreibe, ein Prob 
weiches natärlih won der Differenzial⸗ oder Hl 
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nalrehnung abhängt. Bekanntlich fand Koh. Bers 
nouisti dieſe Aufloͤſung falſch, indem er fie mit derjeni⸗ 
gen verglich, welche die Differenzialvechnung giebt;, und 
fein Enkel Nicolas behauptete, daß ber Irrthum daher 
kame, daß Newton das dritte Glied der convergirenden 
Reihe, durch welche er die Ordinate der gegebenen krum⸗ 
men Linie ausdruͤckte, fuͤr das zweyte Differenzial dieſer 
Ordinate, und das vierte fuͤr das dritte Differenzial ge⸗ 
nommen haͤtte, ſtatt daß nach den Regeln der Differen⸗ 
zialrechnung dieſe Glieder, das eine nur die Hälfte, das 
andere nur der fechste Theil eben der D fferenzialien ſind. 
(Man vergleiche die Memoiren der Afademie der Wiflens- 

ſchaften vom Jahre 1711 und den erfien Band der Wers 
: fevon Joh. Bernoulliy. Newton gab, ohne weiter 
- darauf zu antworten, feine erfte Methode ganz und gar 
auf, und lieferte in der zten Ausgabe der Principien eine 
ändere Auflöfung defielben Problems, welche ſich auf der 
Methode der Differenzialrechnung felbft gründete, Geit 
dem hat man nicht mehr von der Anwendung der Mes 
thode der Reihen auf diefe Art von Problemen gefpros 
den, als wenn man des Fehlers ermähnen wollte, in 
weihen Newton gefallen war, und um die Nothmendig- 
feir fühlen zu laflen, daB man auf Nicolas Bernoul⸗ 
1’ 8 Bemerfung Rüdfiht nchmen muͤſſe. (Man vergfeis 
he die Encyclopagdie artioul, differentiel, force), Wir 
werden aber zeigen, daB diefer Fehler eigentlich gar nicht 
von der Methode ſelbſt herrühre, fondern allein daher 
gekommen fen dab Newton nicht alle Glieder, auf wel: 
be Rücdficht zu nehmen war, wirflih in Rechnung ges 
bracht Hatte, und wir werden auf diefe Art feine erfte 
| Auflöfuna, deren feiner von den Eommentatoren der Prinz 
Lipien rwihet⸗ derichtigen. 






— 
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Unſere Abficht ift, in dieſer Schrift, die Funktionen, 
melde aus der Entwidelung irgend einer Funktion ents 
fteben, zu betrachten. Wir werden das Geſetz ihrer Bils . 
Dung und ihrer Ableitung angeben, und die Anwendung 
davon Auf die Umformung der analztifhen Ausdrüde 


u zeigen. Wir werden ferner eine Anwendung diefer abge: 


feiteten Funftionen auf die vorzüglichften Probleme der 
Geometrie und der Mechanik, die zur Differenzialrech: 
nung arhören, machen, und dadurch der Xuflöfung Biefer 
Probleme die Strenge der Beweiſe der Alten geben. End: 
lich werden wir zeigen, daß der Cafcul der Zunftionen 
mit der eigentlichen Differenzialtechnung einerley fey, und 
wir werden dadurch die Principien und die von ihr bee 
fannten Regeln unabhängig von aller Erdichtung und De 


taphyſi ik beweiſen. | | Ä 5 


Io, 


Umraber nichts vergeblich zu behaupten, mollen wir : 
mit der Uinterfuchung der Form der Reihe felbit, melche 
die Entwicelung einer jeden Funktion x darftclien foll, 
wenn man x + i ftatt x fegt, und die wie fo angenom⸗ 
men haben, daß fie nur ganze und pofitive Potenzen don 
i. enthalten fol, (no. 3). anfangen 

Dieſe VBorausfegung bewährt fich dirtüch durch die. 
Entwickekung der verſchiedenen bekannten Funktionen; 
aber niemand hat, fo viel ich weiß, verſucht fie a priori 
zu bemweifen,. und dies. fehien mir doch um fo nothwendi⸗ 
ger da es befondere Fälle giebt, wo fie nicht ftatt haben 
Kann. Ueberdem führt die Differenzialrehnung ausdrücks 


lich anf diefe Annahme, und die Foͤlle die davon eine 
| Aus: 
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Ausnahme machen, ſind gerade die wo man dieſen Calent 
einer Unzulaͤnglichkeit beſchuldigt hat. 


Ich werde zuvoͤrderſt zeigen, daB in der Reihe wel⸗ 
he aus der Entwickelung der Funktion fix + i) hervors 
gehet, fih Feine Bruchpotenz von i finden fann, zum wer 
niftens wenn man x feine befondere Werthe giebt. 


Es ift in des That deutlih daß die Wurzeln von ji 
nur aus Wurzeln herfommen fünnen, welche in der urs. 
fpeänglichen Zunftion fx mit enthalten find, und eben fo 
deutlich ift es, daß die Euhftitution von x + i ftatt x 
die Anzahl diefer Wurzeln meder vermehren noch vers 
mindern, noch ihre Natur verändern Pönne, fo lange x 
und i unbeftimmte Gröfen find. Auf der andern Eeite 
weiß man durch die Theorie der Gleichungen, daß jede 
; Wurzel eben fo viele verfchiedene Werthe hat, ale Eins 
heiten in ihren &fponenten find, und daß folglich jede 
irrationale Funktion eben fo viele verſchiedene Werthe hat, 
ald man Gombinationen der verfchicdenen Werthe der 
Wurzeln, welche fie enthält, machen fann. Alſo wenn die 
Entwidelung der Zunftion Ax + i) cin Glied von dee 

- m 
Sorm uin enthalten önnte, fo würde die Funktion fx 
nothwendig irratiomal fenn, und folgli eine gewiſſe Ans 
zahl von verfchiedenen Werthe haben, weiche zugleich für 
die Funktion Ax + i) To wie für ihre Entwickelung gels 
ten würden. Da aber.diefe Entwicetung durch die Reihe 

. m 
Ktpirg’t.. Fund... 
dargeſtellt ift, fo würde jeder Werth von fx fi mit eis 


nem ieden der n Werthe der Wurzel Yin combiniren; fo 
daß die Funftion Ax + D entwidelt mehr verfchiedene 
Wer⸗ 


—R8 
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Werthe haben würde als eben dieſelbe Funktion unentwi⸗ 
ckelt: und das iſt ungereimt. 


Dieſer Beweis iſt allgemein und ſtrenge, ſo lange als 

x und i unbeftimmt bleiben; aber er würde es nicht. mehr 

feyn, wenn man x beftimmte Werthe gebe; denn es wäre 

möglih, daß diefe Werthe einige Wurzeln in fx aufhoͤ⸗ 

ben, die demungeachtet in x + i) fepn Lönnten. Wei⸗ 

ter unten no. 34 wollen wir dieſe beſondern Zälle und 
Daraus. fi) ergebenden Folgerungen unterfuchen. 


II. 
Da mir ung nun von der allgemeinen Form der Ent⸗ 


wickelung der Funktion x + i) verſichert haben, fo 


mollen mir nunmehr in&befondere fehen, worin dieſe 
Entwicelung befiehet, und was jedes feiner Glieder be 
deutet. Ä | 


‚Man fiehet fogleih, daß wenn man In biefer Funk⸗ 
tion dasjenige fucht was von der Größe i unabhängig ift, 


fo darf man nur i = o machen, wodurd fie auf x zus - 


söcgeführt wird. Alſo ift x der Theil von x + i), 
welcher übrig bleibt, wenn die Größe i Null wirds Ax-+ i) 
wird alfo gleih fepn fx plus einer Größe die verſchwin⸗ 
- den fol, wenn man i = o.madt, und die folglich ſeyn 
wird, oder doc als in einer pofitiven Potenz ven i muls 


tiplicirt gedacht werden fann: und da wir eben bewieſen | 


haben, daß in der Entwichelung von Ax-Hi) feine Bruchs 
potenz von i einfchleichen Fann, fo folgt daraus, daß die 
in Rede ſtehende Größe nur mit einer ganzen pofi tiven 
Potenz von i multiplicirt ſeyn kann; fie wird alfo von 
der. Form ıP feyn, wo P eine Funktion von x und i it, die 
sicht unendlich wird, wenn im u. | | 
| Man 


4 
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Fate) 


Man wisd alſo haben 
+i)=fx #iP, alfo 
£: i) —XA iP, 
und mithin duch i theilbar; nad) verrichteter Diviſion, 
wird ſeyn 


J 


ZUBE) — 


da nun P eine neue Funktion von x und i iſt, 0 fann man . 
eben fo davon trennen, was von i unabhängig ift, und wels 
ches folglich nicht verſchwindet, wenn i Null wird. Es fey 
alfo p dasjenige was aus P wird, wenn man i = o macht, 
(p wird eine Zunftion von x Ohne i ſeyn) und durcht ein den 
vorhergehenden ähnlihen Raifonnement, wird man dats 
thun dad P== p + iQ, moiQ der Theil’von P if, - ber 
Mull wird, wenn i = o und Q eine neue Funktion von x 
und i iſt, die nicht unendlich wird, wenn i= o. 


u 


Man wird alfo haben 


„a . P=-p =iQ,. 
und folglich durch i theilbar; nach seſchehener Divifon, | 
wird feyn" | 


Es fen q der Werth von Q, indem man darin is omadt, 
q wird eine Funktion von x ohne i ſeyn; und der Theil bon 
Q, der Null wird, wenn i Null wird, wird wie hier ‘oben 
von der Form iR feyn, wo R eine Funktion von x und i 
iſt, die nicht unendlich wird, wenni=o,, und die man 
finden wird, indem man Q — q durch i dividirt: und fo 
meiter, 
| ® 

Durch # 


16 .. Dasftellung ber Theorie, .mis-ifen 


88. Vıx i + 3Vx 
5 IR vs 
‘ a 25 A | J 


vg a‘ 
\ „. 10x Iox"yx' 
Wi erätt alfo auf diefe Met: 


et ar 

=Yı+ +47 Taf EEE | 

. i i* VC(xTMTVVI. 
ae ax y + BY xvati, Val 
= Vx- i — &c. 


* = * 16x Yx 

Letztere Reihe findet man durch die gewoͤhnliche Aus⸗ 
ziehung ber Quadratwurzel, wie auch durch die Formel 
des Binomium. 


13. 
SIE würde ſchwer Fallen dieſe Operationen bey mehe 
zuſammengeſetzten irrationalen Funktionen auszufuͤhren; 
wenn man aber die Irrationalitaͤt in Ruͤckſicht der Groͤ⸗ 
fe i hinweg zu, bringen ſucht, fo wird alsdann die Anwen ; 

dung diefer Methode Feine Schwierigkeit mehr haben. 
Wenn wir alfo das fo eben angeführte Beyſpiel wies 

der vornehmen, und von der Sleihung; 

Y«+)=Yx-+iP | 
ausgehen; fo erhebe man fie zum Quadrat um das i unter dem ; 
Wurzelzeichen zu befrepen, und wir befommen, nachdem : 
durch i dividirt ‚ift, R 
1 2 Vx +iPt; 
nund wenn i=o wird; fo wird P= p, und man erhält 
! mapvVx ' B ' 
* daraus | 


- . 





a ’ m, 
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daraus | j 
| ur 
Man mache alſo 
P=p+ 10 


















durch i, u 
KL + äüöyx +2 + 1?Q%; 
Macht m mani®o, r id a=g; und man bat 





" 5* 2yVx = | 
woraus Man ine * 
Te . 
Man made af u 
OQ=g+ißj 


und fähre fo fort: 

Es ift gewiß daß man die Werthe von B; 4, k, &c. yo 
ſchwinder finden wuͤrde, wenn man ſogleich die Gleichung 
Ya +)=Vr+tpi+rg +ri’ + &cı 
äuffegt, fie nun jum Quadrat erhebt, um das i unter beit 
Wurzelzeichen zu befreyen, und hernach die Gileder bie 
mit, einerley Potenzen don i behaftet find vergleicht, 
am daß diefe Erde, wie vorausgefegt wird, unbeftimme 
bleiben koͤnne; Aber die vorhergehende Methode gewährt den 
Bortheil, dah mon die Reite nut fo weit enttoiceli, alt ei 
gein beliebt,. und den genauen Wehrt des Reſtes angeben 
kant: In dei That wollte man z. B. ſchon bey dem 
jweyten Gliede, pi einhalten, fo wuͤrde der Werth des 
Reftes Qi” ſeyn, und Qhlieſſe ſich alsbann durch die Auf⸗ 


dieſe Gleichung s . ;s 


dieſes vorausgeſeht, befömmt man na ber] Dinifen 


ung der Gleichung von Q, beſtinimen: Im obigen Veyſdiel 








4 ..:. Darſtellung der Theorie, mit ihren 


Durch dies Verfahren wird man haben, - 
Bin +i=f + iP, 

P =p + “ 

QaQ mg +ik. 

R =r + i3, 

u. ſ. w. 
Wenn man alſo nach und nach ſubſtituirt. 
dir: +i)=fx +iP 


X = /< + + ip + Q.. 
| zeRrk+p+ig+iR 
u. fi, w. 


eches fuͤr die Entwickelung von Rx +), eine Reihe 
‚von der von uns Anfangs angenommenen" Ser geben 
wird. . t 


12. 


& ſey, z. B. ke—; fo if 


fa + =: W 
7 1 ii 
alſo ir = xti x = x(x +i) 


P= pa 
— xp)? P x” 





U. I , 
a te re 
. I Er 
> 775 q „?’ 
| ‘I 1 ĩ 
iR — — Ze — 


* x (sit). x +D 


£ 4-7 &c. 
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man befömmt. alfo 
—— * —— —— (zer ya Dei + 


DD Mii 
ı — — U =. LILINDS nn * 
* x 0 x" * 75 —— 
1 i i i⸗ En *7 
= 7 - tr x? — F ct 758 = Kcec. 


wie dieſes aus der gewoͤhnlichen Diviſion hervorgeht. 
Laßt uns zur Erlaͤuterung noch die irrationale Funk⸗ 
tion Vx vornehmen. Man hat alſo 


x=Vvx fat+i=YC+)=vi+ ir 


no 3 7 i 
alſo ipP=Y« +0 *7 


I I 
= 7arırve Pers 


3 =P— — — 1 | 
um! PT Va+) ty aYy: 

a YET YCH) 0 0 as Var +75 add 

j ayx[vx+i) + Vz] 


a \ 
a m 


— . 
ayalvat + Va 


I 
‚eryWVarnrvee 
1 
ga— say’ 


iR=Q—gq 


I 1 1 _ 1 X: 
name) 
ı WE +d+3Y] Way] 
v8 Va +H) + Ya 
— (x Hi) + 3Vx 
av ya +) +V 





ı6 ,. Dasftellung ber Theorie, mit ihren 
| u va HD + 3/x__ 
BELEGE +i + FVs 

. ai ⸗ = T7 &c. 

mon erhalt alſo auf dieſe Urt: 


Vet 
=vYs+ BG: — — 
i* | Va+D+3V3. 
* Vx + Ice DZ ” Va 
* —* 4 Ü__ ge. 


* Sr + 16x Yx 
ketztere Reihe findet man durch die gewoͤhnliche Aus⸗ 
ziehung ber Quadratwurzel, wie auch dur die ‚Some 


| des Binomium. 


—R 
— 


"IE würde ſchwer Fallen dieſe Operationen bey meht 


13. 


zuſammengeſetzten irrationalen Funktionen auszufuͤhren; 
wenn man aber die Irrationalitaͤt in Ruͤckſicht der Groͤ⸗ 
fe i hinweg zu, bringen fucht, fo wird alsdann die Anwen: . 
dung diefer Methode Feine Schwierigfeit mehr Haben. | 
Wenn wir alfo das fo eben angeführte Bepfpiel wies 

der vornehmen, und von der Gleichung; .i 
Y«+l)=vYx+iP | ; 

Ausgehen; fo erhebe man fie zum Quadrat um das ı unter dem E 
Wurzelzeichen zu befrepen, und wir befommen, nachdem 
Durch i dividirt if, f 
| 1 2Vx +iP; 4 

und wenn i=o wird; fo wird P = p, und man erhält i 
| 





wi 


i= p Vx; 
* daraus 





[4 


[\ ⸗ = 
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daraus 


Man made alſo 























P=p 4104 
durch ji, F 
oe + aöyx +7 — + i’Q°; 
Bat in man 1 0, ſo ie Q= =d4u; und man bat 
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Ztavı=o 


woraus Man knder * 





| I. 
Im uxV x 
Ran made af u 

| 829 * i834 

und fahre ſo fort. 

Es iſt gewiß daß man die Werthe von B; ä, k, &e. yes 
ſchwinder finden tohrde, wenn man fogleich die Gleichung 

V(« + Vx* pi - gi ri? + &cı | 
aufſetzt, ſie nun zum Quadrat erhebt, um das i unter beit 
Wurzeizeichen zu befreyen, und hernach die Glieder bie 
mit ‚ einetiey Potenzen don i behaftet find vergleicht; 
am daß diefe Groͤße, wie vorausgefegt wird, unbeſtimmt 
‚bleiben koͤnne; Aber die vorhergehende Methode gewährt den 
Bortheil, daß man die Reihe nut fo weit entwickein, al eis 
nein beliebt, und den genauen Wehrt des Reftes arigeberk 
kann. In dei That wollte man z. B. ſchon bey dent 
jweyten Gliede, pi einhalten, ſo wuͤrde der Werth des 
Keſtes Gi” ſeyn, und Q tiefie ſich alsdann durch die Auf⸗ 


IR dieſe Gleichuns 


dieſes vorausgeſetzt, befömmt man ah dei) Dibiſen 


Üsfung der Gleichung von @ befiriimien; Im obigen Veyſdiel 





+ ZUM +X 


7 x) ⸗ —— 5 
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Kill - um | i ı_ 
* * rev + )+,=° 

und um fie fo aufzulöfen daß der Ausdrud für Q 

Große i nicht mehr im Nenner enthalte, mache man 


+ Ä . 6 =}. ⸗* 


yo —J 
welches der Gleichung folgende Geſtalt geben tie, 


, ve +4VaxYyx + iYs) + tie = % 
woraus hervorgeht: © 
V a/Yx-tiyx &4axVY(x i); 
‘und de.Q nicht unendlich werden ſoll, wenn i — on 
(no. 11), fo muß V in demſelben Falle nit Null werd 
man wird Daher das untere Zeichen vor dem Wurzelzeie 
nehmen müffen ; man hat alfo 
V — 2Vx(2x + i) —4yYl(x ii), 
und daraus. | 


RQa=-— 


1X “ 


I 
TH r 
1 
— ayılv (x Fi) #V 
wie oben. Man wird eben fo in allen ähnlichen Fällen t 


fahren. &-, 
Ä 4 


a 14. 

Aber der größte Vortheil der fo eben gezeig! 
Methode, beftehet darinn,, daß fie zeigt, mie 
Zunftionen p, 9; r, &c, aus der Haupfunftion fx, p 
vorgehen, und vorzüglich weil fie darthut, daß die Rı 

 iP, iQ, iR, &e., Größen find, welche verfehwinden { 
ien, wenn i = o wird; hieraus ziehen wir diefe wicht 
| Solgerung, daß in der Reihe | 


Arpfiti ri + 
' weh: 
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melde aus der Entwickelung der Funktion f(x + i) ent⸗ 
ſtehet, man i Amtner, ſo Fein nehmen fann, daß ein je: 
des Glied größer wird, als die Summe aller. ihm nach⸗ 
fogenden Glieder; und daß daſſelbe auch für jeden noch 


kl erth von I Statt findet, 
einern Werth finde ‚R X, x 


Denn, da die Reſte iP, iQ, * &e. Aunftionen t von 
i find, die. der Natur der Entmwiefelung felbft gemäß, ver: 
fhwinden, wenn i = o wird, fo folgt daraus, daß wenn 
| man die Frumme Linie betrachtet, wovon i die Abciffe feyn 
| wuͤrde, und eine der Funktionen die Ordinate, dieſe 
krumme Linie die Are im Anfangspunkte der Abeiſſen 
ſchneiden wird; und wenn nur dieſer Punkt nicht ein ganz 
—J (singulier) iſt, welches nur für ganz befondere 
articulieres ) Merthe von x ftatt findet, wie man mif 
“ein wenig Ueberlegung, und durch ein analoges Raiſon⸗ 
nement von Mr. 10, leicht einficht, fo wird der Lauf der 
krummen Linie nothwendigerweiſe von diefem Punfte avi 
ſtetig bleiben; fie wird fih alfo nach und nach der Are . 
nähern, ehe fie fehneidet, fo daf fie folcher um eine Groͤ⸗ 
fe näher kommt, die Fleiner als jede gegebene Groͤße if; 
man wird alfo immer eine Mbeiffe i finden Fännen, welche 
zu einer Srdinate gehörf, die fleiner als eine gegebene 
Groͤße if; und alsdann wird jeder Fleinere Wert) von 3, 
ud; noch kleinern Ordinaten als die gegebene Groͤe 


iſt entſprechen. 

Man kann Pe flein nehmen, ehne daß es Full 
fen, damit iP geringer als fx, iQ geringer al® p, und iR 
geringer als q u. f. w. fey; und mithin nufi, i’R klei⸗ 
ner werde als ig; i’R Eleiner ald ig, Ki: Da alfo 
(Kr. 11:) 
u B 2 ip 


’ 
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=ip tig +ir + &, 
Q=ig+irr &e. F 
und iR ir &c 
fo folgt daraus, daß man dem i immer einen fo gerin⸗ 
gen Werth geben kann, daß jedes Glied der Reihe fx -+ 
ip+i’qg +i’r + &c. größer werde, als die Summe 
aller folgenden Glieder; und alsdann wird auch ein jes 
der noch Eleinere Werth von i diefelben Bedingungen ers 
füllen. , 


Man fol diefen Lehrſatz als einen der Zundamens 
talfäge der hier vorzutragenden Theorie anfehen; «er 
wird ftillfchweigend in der Differenzial: und Alurionens 
rechnung vorausgefegt; und hier tft es, wo man mit 
Recht fagen Fann, daß diefe Ealculs die meiften Blößen 
geben, vorzäglih in ihrer Anwendung auf geometriſche 
und mechaniſche Aufgaben. 

> 

. ‚15. 

Es ift übrigens leicht einzufehen, daß das chen ’ges 
‚zeigte Verfahren, um die Glieder ‘der Reihe, die eine 
Funktion von x + i vorftelle, welche nach den Potenzen - 
von i ‚entwickelt ift, eins nach dem andern zu finden, übers . 
haupt für jede Funktion von x + i angewendet werden 
fann, wenn nur diefe Kunftion auf eine Reihe gebracht 
werden fann, die wie die pofitiven und ganzen. Potenzen -. 
don i fortgeht. Denn das, was in Rr.g. bewiefen wor⸗ 
deniſt, daß nehmlich jede Funktion vonx +iallgemein gefagt 
dieſe Geſtalt annehmen kann, laͤßt ſich nicht allgemein 
auf eine jede beliebige Funktion von < + i anwenden. In 
den Fällen aber, wo diefe Reduftion möglich ift, wird man 
immer für die aus ber Entwidelung nach ſteigenden Po⸗ 
tenzen 
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tenzen von i entftehende Reihe, daſſelbe foldern koͤnnen, 
was mir Rr. 14 fanden; daß nemlich die Größe i fo 
;_ Hein genommen werden kann, "daß ein jedes Glied der 
Relhe größer ſey, als alle folgenden zufammen genommen, 


* 


4 
% 


16. 


Nach diefen allgemeinen Betrachtungen über die Ents 
wickelung der Zunftionen, wollen wir die Kormel (Nr. 3) 
‚genauer betrachten: 

Sk i) x - pi ta + riꝰ &e. 
und ſuchen, tie die daraus hergeleiteten Funktionen p 
4,1, Ke. von der Hauptfunktion fx abhängen. 


Zu diefen Endzwecke wollen wir vorausfegen, daß die 
unbeſtimmte Größex, gleich x’ -F o, twerde, mo o eine ebens 
falls unbeſtimmte von 3 unabhängige Größe ift, fo wird 
man gleich fehen, daß f& +i)suffs Hi-+:o) wird; 
man flieht zugleich, daß man daffelbe erhalten wuͤrde, 
wenn man bloß i + ©, ftatt i, in der Funktion f(x +) 
feste. Man erhält alſo auch daffelde, wenn man in der 
„ Reihe | 

fx pi - qi +ri? + &c. 
i+o, ftatt i i, oder x + oftatt x nimmt, Das. ers 
here Subftituiren giebt - 

IK H+HPÜFNVH+IUEFN +rÜ HN Gee. 
Entwideltmanjdie Potenzen von i + ou, fehreibt, wegen 
| mehrerer Einfachheit nur die beyden erften Glieder jeder 
 Sotenz, weit Die Vergleichung diefer lieder zu den Bes 
ſimmzngen, die wie nöthighaben, hinreichen: fo erhält man 

 Atrsr WW rd + sit &. 
rptr agia + 3ri’o + 4si’o Ka. 
Ä B3 | Dos 
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Das weyte €e.Sfituiren, giebt 
Jk+f'so &c.; ptrpo + &e. 
+ got&h r+ ro + &c. 
dieſe Geftalt befommen nemlich die Funktionen fx,p,q,1,&es - 
Wenn man ftatt x, x + o ſetzt; und wenn man in der 
Entwickelung nur die Glieder betrachtet, welche die erfie 
Potenz von o enthalten, fo ift klar, daß rn man folgende Kors 
mel erhält. 
AA+rpitrg' ri’ + sit + &ec. 
+f’xo+pio +gito+ri’a + &e. 
Da nun diefe Refultate identiſch feyn müffen, was auch im⸗ 
mer die Werthe voniund ofen mögen, foechält man, wenn 
man die@fieder, worinn fich 0, 10, i”0,&c. befindet, vergleichet. 
p=fx 
29 = p' 
s=g 
4 = r &e. 
Weil nun, fe wie fix, die erfte von R hergeleitete Bunftion. © 1 
ift, fo ift Flar, daß p‘ die erſte von p bergeleitete Funktion, 
g’ von qg r von e u. ſ. w. Wenn man alſo mehrerer Ein⸗ 
fachheit und Einfoͤrmigkeit wegen, durch fx. die erſte von 
M hergeleitete Funktion; andeutet, durch fx die erſte 
von fx hergeleitete, durch F'x die von f''x hergeleitete 
u. ſ. w.; fo hatmanp=f’x, und daher p = f"x; alſo 


ff" 


‘= =, und daraus 





u — und fit 
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[2 ‚y 
—--- fm. 
400 2.34 


Eubftituiet man nun diefe Werthe in der Entwicelung 
der Funktion fix + i) fo befömmt man: 
fx Z x. vx .. 

fat)eßhtfit— i⸗ +7 43 &e, 

Dieſer neue Ausdrudf hat den orig, dag man feht, wie 
die. Glieder ıder Reihe eines von dem andern abhängen, 
und vorzüglich, twie, wenn’ man die erfte Funktion zu mas 
hen weiß, welche von irgend einer urfprünglichen Funktion 
abgeleitet it, man alle abgeleitete Kunftionen, welche die 


ns ält, machen Fönne. rt mu aus unier 
N Keihe entHält, machen Fönn 7 EEE — 


17) Wir wollen die zuon fx; urfpeänglice 
Kunftion nennen, a Rücdficht der Funktionen fx, fx A 
&c. welche Daraus hergeleitet werden, und legtere mögenin . 
KRuͤckſicht jener abgeleitete Funktionen heißen. Fer⸗ yy' 
nee die erſte abgeleitete Funktion fx, foll erfte Sunftion: „? 
heißen, die zweyte abgeleitete Zunktion fx, zweyte Funk⸗ 

‚ tion; die dritte abgeleitete Funktion, fol dritte Sun 
tion beißen u. f. w. 


y Cu; 
So daf wenn Se ei, m he ek, ar 


| yi yur? 
| ‚SıtYür 7 tg re 


werden muß. 










— — —— — -.- 


18. 
Wenn man alfo nur ein Mittel weiß, die erfte Zunfs 
tion einer jeden urfprünglichen Funktion zu finden, fo: 

"wird man durch bloßes Wiederholen defielben Verfahrens ud A 
alle abgeleitete Funktionen erhalten, und folglich alle Glie⸗ fr v 
der der Reihe, die aus der Entwickelung der urfprünglis 
den Funktion entſtehen. 

B4 Es 


y i Darſtellung der Theorie, mit ihren 
Es ſey fx = m, fo hat man 


*5. fatdD=@+ 0" 
9 hun ift aber leicht zu bemweifen, es fen durch die einfachen 
hy, Regeln der Arithmetik, oder durch die erften Operationen 
der Algebra, daB die beyden erſten Glieder der mten Potenz 
des Binomii x + i, xm + mxm-1j, find, es mag m, eis 
ne ganze oder gebrochene, pofitive oder negative Zahl ſeyn. 
Man befömmt alſo 
fx = mxm-T, 
oben fe findet man hieraus A+€ art —R ) 
x m(m — Dx"tr23 
fıa= = m{m — I) (m — g)xm=3 &e, 
fo daß man haben wird 
m(m= D 


. (z +jn= zxn -mım-j4 7 m-1j" 


u 4 II ms rufm 
u welches die Formel des Binomii iſt, die ſoichergeſtalt fuͤr | 
‚ jeden Werth von m ertiejen ft. Ä 


19. 
Es fey zweytens | 
| he 
ſo hat man 
fat) mim aal, 

Es ſchraͤnkt fich alfo das ganze Verfahren darauf en, die. 

beyden erſten Glieder der Reihe ai in finden, welche oh 

den Potenzen von i entwickelt iſt. 


Z3u dieſem Ende m = R + b, fo if 
AUNOEUYE LET Re ed lin) — bI-tko, 
ai ber dormel, die mir ſo eben pewiefen haben. 
shi (i ir C — Bun 


—V E— al) Le Ba 


ri —V NM ea ir 


ib- PRESENT >. N 


2. N 





% 
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Wenn man die Produkte von i,i — I, i— 1 &e. entwi⸗ 
delt, und die Glieder nach den Potenzen von i ordnet, fo 
wird man finden , daß die Durch i multiplicirten Glieder 
find 

a 9 
6-0. +2 — 80). 
Man ſetze nun zur —* 
Amb— — + - — &o, 


=1— 1— SEINEN - &s. 
fo find die beyden erften Glieder des Werthes von ai in der 
Reihe, = ı + Ais man hat alfo fx Aax. Hierauß 
befommt man mittelft derfelhen Operation, die man mie 
derhohlt, 
fix A. Aax A ax. 
Fx AaX &ec. 
So erhält man alſo ix + i) = ati 
. 233 
= aXı + A + + * &c.) 
Dipidirt man durch ax, und fegti ftatt x, fo wich man die 
befannte Reihe erhalten 


e.2 A’x’ 


A'x 
Peıtatrtzz; rt 


20, 


Benn man in diefer Gerne! = 3 nimmt, ſo hat man 


Licyez at rem 


und WEnR.manlz: = z ſetzt, erhält man, 
Ä 835 R 


26 Darſtellung ber Theorie, mit ihren 


"x 
[d au 


= fo ausgedrückt axla wird (ma. 19). Da übrigen? a = et 


5 — — 
a· — 1414 5 Er 


Alſo ift die Groͤße, einer-beftändigen Zahl gleich, welche 
ber Werth von a fr A = ı ift, "und diefe Zahl, die durch 


Die vorhergehende Reihe beftimmt wurde, iſt 
© == 2, 71828, 18284 59045 .... ’ 


Dies ift die Zahl die man gewöhnlich durch e bezeichnet; fo 


daß die Beziehung zwifchen a und A, auf eine endlihe Art 
fo ausgedruͤckt ift 


1. 
am! — e; dieſe giebt a = e* 

Es iſt aber in der Gleichung y = a“, x der ſogenann⸗ 
te Logarithme von x, wenn a die Grundzahldes logarithmi⸗ 
ſchen Syſtems ift, das heißt die Zahl, wovon der Logarithme 
die Einheit iſt; fo daß diefe Gleihung x = log. y, für die 


Grundzahl a gicht; und es wird aus demfelben Grunde, 


die Gleichung 


«A = R A 


als den Logaritimen von e geben, wenn a die Grundzahl 
ift, und A.u= log. a, wenn e Die Grundzahl ift. 

In dem gewoͤhnlichen Logaritimen: Syftem hat man 
Die Srundzahl a== 10 genommen, weil diefe Logarithmen für 
die arithmetifchen Rechnungen bequemer find; in der Ana- 
lyſis aber nimmt man lieber das Syſtem an, defien Grund⸗ 
zahl die Zahl e iftz Diefes iſt das Neperſche Logariths ! 
mensSpftem welches gemöhnlich das hyperholifche ger ' 
nannt wird ,„ meil fie durch die Flaͤche der gleichfeitigen 
Hyperbel zwifchen ihren Aſymtoten dargeftellt find; und 
man bezeichnet fie durch ein einfaches 1. Alſo hat man 
A = la; Daher auch die erfte Funktion von der Zunftion 


| RN ar jo 
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fo hat man a = ela, und folglich ax — exla; man if alfo 


dadurch im Stande, alle erponential Größen zu einerley 


Srundzahl e zuräd au führen 26 I. Re) 


21. 


Es fen alfo drittens x = log. x, fo erhält man we⸗ 
gen der Natur der Logaritimen x afx. Wird nun x 
zu x + i, ſo wird | 


k=-fı rD=%+ ifix + —f'x + &ec. 
Macht man nun, um abzukuͤrzen, 


o=ifi + — + &c, 


fo wird die Gleichung x = afx (wenn man, flattx, x + 1 


fegtyfg + if afxto = afxao; und wenn man diefe lei: 
chung duce die vorhergehende dividirt, erhält man + 

1 ' A?’o” 
" F z= 2=1I+ ko t + &c, (no.19) 
Streſcht man auf beiden Seiten die Einheit weg, und divi⸗ 
Dirt duch i, nachdem man den Werth von o fubftituiet hat, 
fo erhält man, wenn man nach den Potenzen von i ordnet, 


— = af + r (Aft'x + A’f'x) + &o. 


Da die Größe i unbeſtimmt ift und bleiben foll, fo muß 
Diefe Gleichung unabhängig von diefer Größe wahr fepn. 
&3 werden daher alle Glieder, morinn eine und diefelbe 
Potenz von 3 vorkoͤmmt fih unter einander aufheben, 
und eben fo viel befondere Gleichungen bilden; fo daß maͤn 
- = Af'x hat und eben fo 

Ar FARO ſ. Oh 


a 


e 


28 Darſtelluns der Ztbeorie mit Ike; 
Ik alſo fx = log. x, pr wird. allgemein 
f= zul z (na. 20) fun; 
Ax ‘ ’ 


Hieraus .ergiebt fih nun wegen der allgemeinen Formel 
* n0. 18. 


fı=— __ 
. . pm —, 


fr = — — &e. 
x 


- welche Werthe den weiter oben gefundenen Gleichungen voͤl⸗ 
lig gnuͤge leiſten. Subſtitairt man nun dieſe Werthe in der 
Reihe | 


x rifx+ — fin + &e 
fo erhält man fogleich | 


a 40. gu 
ge ) & Ix -4 = mn + Pe dc 
Macht man x Ir und aus i, x; fo erhältmän die bekannte 
Sormel; | Ä 
; ' xt 
1 xx — + > —_— u &o 
7 lo>. er + x) = —. — 3 
Fuͤr die. hyperboliſchen Logarithmen oder a = 1. bekoͤmmt | 


man bloß | 
%=in fx =— fx * Ke. 





% 


22, 


‚Die Formeln fuͤr die Cntwickelung der erponential Groͤ⸗ 
gen und der toarlime, in Reihen, find Hinfänglih bes 
kannt, 
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kannt, und man beweißt fle theils mittelfe der. Differen- 


zialrechnung, theild durch die bloße Formel des Binomii, 


| nn 


indem man nemfich das unendlich Große und das unends 
lich Kleine in Betrachtung zieht, wie man es auch in Eu⸗ 


lers Introductio in analyfın findet, Obgleich dieſe Be⸗ 


weiſungsart, wovon, wie ich glaube, Hallep der Er⸗ 
finder ift, (Trans, phil. no; 316.) in der Analyſis aufges 
nommen werden kann, fo muß man doc) geftehen, daß es 
ihr an derjenigen Evidenz und Strenge fehlt, welche in den Ans 
fangsgründen einer Wiffenfchaft verlangt wird. Man mwird 
es uns daher gewiß verzeihen, wenn mir hier eine Fleine 
Ausfhweifung machen, um einen Beweis derfelben For⸗ 
mein zu geben, welcher fihzwar auch auf den Binomifchen 
Lehrfag gründet, wobey aber die Lehre des Unendlichen gar 
nicht in Betrachtung koͤmmt. Mir wollen diefe Kormeln 
fogar in folder Allgemeinheit ausdrüden, dag man wird 
im Stande ſeyn, die Reiben in jedem Falle fo convergirend 
als möglich zu machen. | 

Wir wollen nun die allgemeineßfeichung betrachten, y=ax, 
worin x der£ogarithme von y ift, wenn a die Grundzahl ift; 
ftatt a will ih 1 + a — 1 fegen, welches = a ift; und hers 
nach ftatt (i Pa — 1)% [Ct + a— n)0]a , welches dem ax 
ganz gleich ift; fo Hat man 

A 
yalı tan). 

wo n eine jede Größe ift, die in dem Werthe von y von 
ſelbſt verſchwindet. 


Entwickelt man nun das Binomium (14 a — 1) In 
der Reihe 


Ira) =D) ge A N &e. 
\ und 


- 


N \ 
‘ 


30⸗ Darſtelluns der Theorie, mit ihren 
und ordnet die Glieder nach den Potenzen von n, fo erhält 


G+aı—-l=ı + An + Bn’ 4 &c., 
‚teil die Coeffizienten A, B, &c. durch a gegeben find, und 
fo findet man fogleich 
— a —— 1\3 
(a - I) + (a— 1) 
wo dieſe Größe A diefelbe als in no. 19 if. Was die an 
dere Coeffiienten anbelangt , fo wird es nicht nöthig 
feyn, fie aufzufuchen, derin fie verfchtwinden aus der Rech⸗ 
nung, wie man fogleich fehen wird. 


A a — 1 — — &c. 


Setzen wir dies zum voraus, ſo erhalten wir 
x 
 yss(Ii-+An + Bn! + &ee. æ 
und diefes wie beym Binomium entwickelt giebt 


y=1+ = (An+Bn’+ &c.)+ * (An-Bnꝰ-&e. )* 





xx-n) (x Zan) 


+ 2.3.0 ©) (AniHBn’4+-&e.)’ r&c, 


und wenn man bie Motenzen o von n, die der Zähler und Ren: 
ner gemein hat, megftreicht: 


| 
1 
| 


yaltx(A+Bn+&e) an REN Ar En + e 
+ sin) m) =” * 2 (A+En+ &c.,’+&e, 


Da nun die Größe n willfährlich ift, und wegen der Natur | 
feldft der Zunftion y aus der Sormel diefer Sunftion vers _ 
ſchwinden muß, fo müflen auch alle mit diefer Größe n 
multiplizirten Glieder zu Null werden. Nimmt man daher 
von diefen Gliedern weıter feine : Motitz, weil fie verſchwin⸗ 
den muͤſſen, welchen Wehrt aufn haben mag, ſo behält 
man bloß 


7. 


n 
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12 a2x2 1 — * En +&e 








wie oben (no. 19) 


23. 


Laßt uns jetzt auf gleiche Art den Werth von x iny - 
fuchen. Zu biefem Ende bringen wir die Gleichung 
a my 
| unter dieſe Geſtalt: 

(1 p a — Qx (1 Fr x—'Dn | 
die identiſch mit der vorhergehenden iſt, und n iftihier ebens 
falls nur eine willführliche Größe, die in dem Merthe von 
: x in y, feinen @influß hat. 

Entwickelt man die zwey Glieder wie beym Binomium _ 
' fo hat man | 
r nxfnx— — 


I + na — 1) + 





—a—1)’+ 





nx car - Denx— 2) 
— — — 2.3 
—ı) 


(a —- I)’+&e, 


it (—-— D’+ 
3 ann) (n — 2) 2) 


2.3 
bringt man bepberfeits die Einheit weg und dividirt Durch n, 
fo bekoͤmmt man 5 


a) 4a + 


— (yvlD’+Le. 





, x'nx— 1) (nx — 2) 
ET a ven 
+ 2 ge’ + &e, 


Da. 


=y-ı+r —g-14 
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Dan nun, wie wir ſchon gefagt haben, eine ganz willkuͤhrli⸗ 
che Größe it, die in dem Werthe von x in y: feinen Einfluß 
. bat, fo müffen die durch n multipfizirten Glieder fich gänzlich 
vernichten und nur die uͤbrig bleiben, wo ſich die Größe 
n nicht. befindet, Go erhalt man, wenn man nur diefe letze⸗ 
teren betrachtet, folgende Gleihung, motinn zur Abkuͤr⸗ 
zung die oben ſchon beſtimmte Groͤße A gebraucht wird 
XASy — - D ä[öÿ &oc 
woraus erhellet daß 
x log. y _ Y-1 1m 3(y —— &e 
eine bekannte Formel die mit der im * ai, dbereintommb 
wo Az la 


24. 

Ader dieſe Formel iſt nur convergent wenn die Zahl y, 
wovon ſie den Logarithmen giebt, von der Einheit wenig 
unterſchieden iſt. Sie iſt auch von keinem Nutzen, wenn 
man mit den gewoͤhnlichen Logarithmen rechnet. Hier 
iſt nun ein Mittel fie für jede Zahl convergirend in 
machen. 

Es iſt Mar, daß die Hauptgleichung y — ax, in dieſe 
ya amx, veraͤndert werden kann, wo m jede ganze oder ' 
gebrochene Zahl feyn darf. Bedient man fih nun letzterer 
Formel ſtatt der erſten, fo braucht man nur yiny, und 
x in mx zu verwandeln, und man hat ganz allgemein 
yn— 1 — Zyn DUEHLHT — 


x=log. ‚= Eu. 


1 
eo man für m einen Bruch wie ro nehmen kann, fü baß 
5, immer eine von der Einheit ſo wenig are men wol une 


terfehiedene Zahl ſey. & 
n e⸗— 
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Setzen wir voraus, (welches immer moͤglich iſt), daß 
die rte Wurzel von y, nur die Einheit vor dem Komma 
enthalte, und daß ſich nach dem Komma s Nullen befin: 

ı den, fo fieht man leicht ein, daß, wenn man bey 25 
Dezimalſtellen einhält, das Glied (ya — 1), und um 
fo mehr die folgenden Glieder nichts geben werden, fo 
daß man in diefem Kalle bloß erh 
















u — — od r m 
x my‘ er 


- Auf diefelbe Art erhält man unter den elben Bedingungen 


* (Ya — 1), und folgli 

Yo _t 

, Y a— 1 

" Mittelfe dlefee Formel hat Brige die erften Logarithmen 
berechnet. Er Hatte nemlich bemerkt, daß wenn man aus 
einer beliebigen Zahl, Quadrat-Wurzeln fortgeſetzt aus⸗ 
ziehet, und bey dieſem Wurzelausziehen ſtehen bleibt, 
wenn doppelt ſo viel Dezimalſtellen als Nullen hinter der 
Einheit vorhanden find, und vor dem Komma nur noch 
die Einheit ſtehet; daß alddann die Deztmalebeile diefer 
legten Wurzel grade die Hälfte der Decimaltheile der vor 
tegten Wurzel ausmachen, fo daß diefe Dezimaltheile une 
tee fih gerade daffelbe Berhältnig haben als die Logarith⸗ 
men der Wurzeln felbft; dieſes geht aber augenſcheinlich 
aus den obigen Formeln hervor. 

Nehmen wie nunr = 2°, fo finden wir für a 10 





a = 1,00000 00060 00000 00199 71742 0$125 50327: 


" ES 


== 0, 00000 00003 00000 02086 73617 37918 46373: 
6 & 
v 


r 
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| I I. 
& da. — _ R67367379RRS0254 
| j 7 — 199717420812550527 ° 
Va — 
1 1 
* 0,43429 44819 03251... = 72 3 e 


Will man z. B. den Logarithmen von 3 haben, ſo neh⸗ 
me man y = 3,.und indem man gleihergeftait Komal 
bie Quadrat: Wurzel ausziehet, findet man 


n 5 1,00000 02000 00000 00095 28942 64074 58932. ; 
. und hieraus | Ä 
r 
selgy- — — U_ 95289426407458032.:.. 
199717420812550527... 
v a — | " 
0, 47712 12547 ba. 

Diefe Methode giebt, wie man fieht, viel Arbeit, 
wegen der großen Anzahl Wurzelausziehungen, die erfors 
dert werden, wenn man mehrere Dezimaiftellen finden ; 
will; indeffen dient die allgemeine Formel für den Ausdruck 
von x in y, den wir oben gegeben Haben, dieſe Mes-‘ 
thode zu vereinfachen und zu verbollitändigen ; denn’; 
28 fen die Größe y welche fie wolle, fo wird es doch hin⸗ 
reichend feyn, nur einige Quadramutzeln daraus zu dies 









pen bis man auf eine Zahl ym oder Yr kommt, wo aul⸗ | 
fer der Einheit vor dem Komma feine Zahl mehr befinde: 
lich if. Alsdann merden die Potenzen von ya — ıf 
Brüche feyn und um fo Fleinere Brüche, je höher die Pas. 
tenzen fepn werden; es wird daher die Keihe convergks 
rend genug werden, fo daß es hinreichend feyn wird, eine 
"geringe Anzahl Glieder zu nehmen. Zu 
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258. 
Man kann odige Methode dazu anwenden, die Reihen 
zu finden, die den Sinus aus den Bogen, oder den Bogen 


aus den Sinus ausdrätfen, welches zu verrichten man fih 


auch (wie Euler in genanntem Werfe gethan hat) der 


endlihen und des unendlich Kleinen bedient. 
Es if wahr, wenn man von der befanntch Kormel 
ausgeht, die zue Muftiplifation der Winfel dient, 
cos. nx -F sin. nxy' — 122 (cosx + siuxY. — 199; 
ſo erhält man wechſelſeitig 
cos.x + sin.aYy — I = (cos.nx + sin, nx V —I ya 
too n willführlich genommen werden Fann. 

Es ſey nun der Ausdruc für sin. x in der Reihe deg 
Bogens x welcher er wolle, fo fann er nut folgende Ge⸗ 
kalt Haben Ax Pxꝰ 4 &os; denn da der Sinus zu Muh 
wird, wenn der Bogen == 0, fo ift ſichtbar, Daß dieſer 


| . nun cos.x = Vlı — (sin, x”)) fo hat man 
eos. Y(1 — A’! = 2ABx — &c.) 











4⸗ 

= i- I + &s 
us if befannt, daß die Coefizienten A; B, &c. vom Bogen 
= unabhängig find; folglich werden fie ed auch von jeden 


andern Bogen ſeyn. Subſtituirt man nun nx für x, ſo 
hat man ebenfalls: N 


ai, nz aan Ar in? Bx® > etc, 
2 42 44 


"cos. nx 1 m + etc 


rein I* i nAxV 1 at - 
=) x’ + etc, 


W | 65 - pe 


Ausdruck fein einziges Glied ohne x haben Fann, Da 


Die vorhergehende Gleichung wird affo diefe Seftalt erhältens - 


| 0 erhalten wir 
| cos. x-+sin xy —12=1+ a4 (auX)’ + 
(1 -æ nm) (1 — an 1) 
SER (nX)? + .&c. 


a‘ 


36 Daarſtellung der Theorie, mit ihren. - 
Entroicelä wir die zweyte Hälfte nach der Act des Binos 
mil, und machen zur Abkuͤrzung 

Kerr at + etc, 


wi + X + an X’+&ec. 


Da die Werte 6 don sit. x und cos. x unabhängig 
von der willkuͤhrlichen Größe n ſeyn muͤſſen, fo folg:, 
daß alle Saͤtze der zweyten Hälfte, die mit derfelben Pos 
ten; von n multipfiziet ſind, ſich von felbft vernichten 


. möüflen. Bemerkt man alfo bloß die Säge, worinn n ſich 


nach der Entwickelung nicht befindet, fo wird es leicht 
werden einzufehen, daß die Größe X fh auf den erſten 


Satz reduzirt, nemlich: 
X * AxXV — I; | . 1 
und daß die Soefgienten der Potenzen von. x nur noch 


dieſe find 1, ri &c. Auf diefe. Art bekoͤmmt man 


| 608. aha iertaeyihiaVent 


— , Aavon'r etc. 


| Macht man mwirflich die * von V — i, und 


vergleicht die reellen Theile der beyden Haͤlften, ſo wie 
die imaginaͤren, jede zuſammen unter ſich, ſo erhält man 


3.3 . A’x’ 
fin.x.= Ar — — * 
243 2.3.4. 5. 

A’x°® A'x* 

eos.x 2 1 —— + — — — dc. 
| 2 23. a. 





82 —* 


en 1 p u 


ar 





— . N 
‘ ' 
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26. 

Um eben ſo den Werth von x im sin. und: ces. bon 

x gu haben, nehme man die Grundgleichung wieder vor 
cos. nx # sin. nxy — 1=(cos.x+sin.xV — ı)8, 
in welcher man ftatt sin, nx und cos. nx ihre Werthe in 
die Reihe 


nA⸗x ' 
nAx + nBx* etc. 1 — 77 4 etc. 


fegen fann; und man entwickele auf diefe Art die Po⸗ 
tenzen der zweyten Haͤlfte. Man erhält alſo | 


EHXV —1I + n’ (e-1- 5) x ri 
| er x 


cos, ;” 





=) dee), 
Hin. in 


sin.x 
cos.x 


*7 





* tung. x, und c0oS,X = Ya — sin. X 2) alſo 


ann le — sin Esı — * sin.x + 


n(n — >) 
2,4 | 
Subſtitnirt man dieſe Werihe, ſo wird ſich die Groͤ⸗ 
be. n nur noch in den Coeffizienten zeigen, und ordnet 
man die Saͤtze nach den Potenzen dieſer Größe, fo bes 
fommt die zweyte Hälfte folgende Geftalt 
tn +nQ ren, 
Um abzufürzen mache man _ | 
P=tang. xV 1. tang.x —ı)’+Htang.xvV' —1)— ete. 
— 3 sin, x 3 sin. x* — Sin. x + ec 
u 3(tangxY — N? + etc. 
Streiht vian nun die Einheit in’ beyden Haͤlften ine; 
und dividirt die ganze Gleichung buch n, fo fieht ſie fo aus: 
€ 3 Ax 


N 





sin. x® ete, 
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| MYttißr- 1I— 5) Ktpete. =P-HnQ -+eto | 


und da fie unabhängig von der Größe n,- die undes 
ſtimmt bleibt, dieſelbe bfeiben foll, fo müflen die Glieder, 
welche die verfchiedenen Potenzen von n enthalten, fich von 
ſelbſt vernichten; welches die Sleihung ſogleich auf 
Axt — s = P beingt, nemlich, indem man die Potenzen 


von Yo r enttpidelt, 


&a&V—ı = (tang. x — Fang. x + Ztang, x” eto,) ' 
VL + itang. x” — Ztang.x* ĩtang. x’ — et« 
— 3 sin. x? — Z sin. x* — Zsin. x’ + etc. 

Da man nun die Wurzelgeöfe — 1 plus und minus 
annehmen kann, fo ift fihtbar, daß wenn man fie nach 
einander pofitip und negativ annimmt, und die beyden 
Gleichungen eine von der andern abjiehet, man erhält, 
| nachdem man durch aAyY" — t dividirt hat: 


= _ tangıx — tang. —* tang x’ — etc. 
- m. 


Uebrigens wird es leicht einzuſehen ſeyn, daß die 
g. 23. gefundene Gleichung 


cos. rayertatort —E 


5; Ar 1! ei 
geradesweges in falgende verwandelt wird; 
co sy TI 
nemfich durch die Formel im $. 22., wenn man für a eine 
abhängige Größe A nimmt, wie wir es ebendäfelöft beſtimmt 
haben, nemlich, daß a die Baſis des dogarithmiſchen Sy 
Rems ſey, woden A der Modul if 
Die 


” 


* — 
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Diefe Formel giebt ſogleich, indem man die Murs 
zelgroͤße erſtlich pofitio und hernach negativ nimmt, 
axv -V —1 








in.xx ⸗ 
8 tv —ıI 
atYI La RV I 
- „08. X = 2 n 


Behtman von den@rponentialgrößen zu dentogarithmen über, 
xy —ı1=l1.(cos. x-+sin.xY —ı)mleos.x+l(I+tangxV —T) 
oder auch, wenn man nad einander die Wurzelgroͤße po⸗ 


ſtiv und negativ nimmt, und eine Gleichung von der ans 


dern abzieht, 

1 ‚item xVor: 

aY— I: ı— tang. xy — ı’ | 
woraus man die oben gefundenen Reifen herleiten Fann, 
wenn man fih der Entwicelungen der Erponentialgrößen 
and Logarithmen wie fie $. 22, und 23, gezeigt find, bes 
Dienet. ‚ 0 Ä 
Es Rinder hier aber eine wichtige Bemerkung ftatt; 
die nemlih, daß in den fo chen gefundenen Formeln, da 
Die Größe A ſowohl als a millführlih find, das Loga 
rithmiſche Syſtem nach Belieben gewählt werden kann; 


. Ratt, dag in den germöhnlichen Formeln, die ſich auf die 


| dermel von sin. x, durch eine Reihe der erſte Sag bloß 


Kreisbogen beziehen, der Modul A der Einheit gleich ift, 


welches für die Baſis die Zahl e giebt, deren hyperbolifche 


Logarithmen die Einheit if. Diefe find alfdınur ein befon- 
drer Hall derjenigen, die wir gefunden haben; diefe Partis 


- eularifation war aber nothmwendig, damit fie fi auf den 


Kreis anwenden liefen, wie wir fogleich zeigen werden. 


28. | 
Es geht alles darauf hinaus, zu beweiſen, daß in der 


x 


” . .; 
7 — 
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x fepn foll, obſchon wir vorausgefegt haben, daß er im 
Allgemeinen. Ax wäre (no.25). Wenn man die Lehre von 
unendfi Kleinen zu Hülfe nimmt, fo ift dies leicht eins 
zufihen; denn man ficht, daß ſich beym Kreife der Einus 
dem ihm zugehörigen Bogen immer mehr nähert, je Pleis 


ner er wird, fo daß die Unterfchiede am Ende unendlich 


flein werden. Denft man fi alfa den Bogen x unend⸗ 
lich klein, ſo hat man sin. x=x; und folglich Am 


Da wir uns aber vorgenommen haben, die Analyfid 
. von der Rechnung des Unendlichen ganz unabhängig zu 
machen , fo wollen wir auch den Beweis des gegenwärtiz 
gen Satzes ohne ihre Beyhuͤlfe zu führen ſuchen 


Zu diefem Endzweck wollen wir nur den Grundfag _ 
des Archimedes vorausfegen‘, daß der Sinus, melden 

die Hälfte der Sehne des doppelten Bogens ift, Pleiner iſt 
a'8 der Bogen, dem er zügehdrt, und daß die Tangente: 
größer als derfelbe Bogen iſt. Auf dieſe Art erhalten 
wir 

sin.x < x und Tang. x >x; da nun 


sin.X - sin x / 


(8. * nr Ya sin. (4. — sin. x”) iſt, 
ſo hat man 


sin. X | 
VC(I — sin.x x) dien | 
und hieraus sin. x? > x” (a — sin. x”) wodurch gefun⸗ 
den wird 


32 75 vi Ten) ) | 
Gebrauchen wir daher die Sormel für sin, x in der No. 25, 
gefundenen Reihe, fo muß man, fo Flein auch immer der 
Beogen x Mt, doch folgendes-erhalten, | 
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fe A’x? + " A’x’ etc. < x 2— 
2.3 2.3.4.5 ” Ze] 
fo auch, wenn man: durch x dividirt: 
\ A’x? + A’x* e ı — 
— — — —e c,< . 
2.3 2,3-.4.5 va * org 
I V(ı+x°) 


Mae NEID 
fo erhellet, daß 
1 1 
A52 T 
und man ſieht zugleich, daß 


j 





I+x 
denn die Diferen iſt J 
'x* — 
ı+ x2 . —W 
er wird alſd die Groͤße welche RuRuB er 
ot Br 4 
var 


| übertrifft, um ſo mehr 1 — x" übertreffen ‚fo daß man 
die ob:ge Art von Gleichung dei’ Ungleihhlit wird. untey 
folgente Geſtalt bringen koͤnnen 


A'x A’x* 
— — — — tc J nur 
| Nimmi man nunæ x fe groß, daf 1J 
A?x® u 
2.3 Su 
fo ift augenſcheinlich, daß die Reihe 


A’x? 


are. 
convergisend ſeyn wird und < A aber 


25 | | >A 
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weil, wenn man das zweyte tund dritte Glied adbiret, 
und eben fo das ate und ste u. f. m; man immer nur 
negative Größen erhält; addiet man hingegen das 3te 
und te, ste und 6te Glied, und fo fort, fo erhaͤlt gan 
lauter poſitive Größen. Iſt nun 

v6 

x * u 
fo Mt um fo mehr 


A’x? 
. A <ımarı-z 






Da 6 nun ftatt finden muß, fo klein auch x angenom⸗ 
Sen wird, fo folgt hieraus ganz natürlid A==ı. Wenn 
hei A 1 + i, wo i eine jede auch noch fo kleine 
pofitive Sröße ſeyn kann, fe brauchte man nur x, ſo def 

A’x" 


u mim und die Beingung, daß 


401 ZZ, 


wuͤrde nicht mehr ſtatt Anden. "m fo, wenn A=ı—,i, 
darf man nur x” < ı nehmen, und die andere Bedins 
gung-A > ı — x" wärde falſch ſeyn. Es ift daher im \ 
Kreife ofmfehlbar A = 15 und mithin a == e der i 
Zahl deren hyperboliſcher Logarithmus die Einheit ik; weis | 
ches unfee Formeln wieder auf die befannten Rreiefunts } 
‚tionen zuruͤckfuͤhrt. 


— —— — en = ——— 


J 
— 
I 





vornehmſten Anwendungen in ber Analyſis. 43 


29. 
Es fey vierten , fx = sin. x, fo bat man 


fx +) = sin.“ + ı) = sin.x.cos.i + cos.x.sin.j 
Bir fanden aber 10 eben 


32 32 
mir + etc esi=1-— + et, 
2.3 3 


wenn man nemlich in die Formeln (no. 25) x = i, und 
Ai ſetzt. Daher find die beyden erften Säge in der 
Entwickelung von sin.(x i), dieſe: sin.x + i. cos. xʒ 
und man erhält alfo f’x == cos. x. 


Ehen fo findet man, mern fx = eos. x; baf 
fix FÜ cas. (x Fi) =e0s.x%.c0osi—sin.x.sin.i=s 


cos.x - i sin. x tete 
alfo fx = — sin. =. 


Bat man auf die Het die erften Funktionen der Daupts 
funktionen sin. x und cos. x gefunden, fo wird man leicht 
die abgeleiteten Kunftionen hieraus herleiten koͤnnen. 

Denn da wirklich fx = sin. x zur Folge hatte, daß 
[x == cos. x. und eben fo fx == cus, szfx— - tin. x 
gab, fo iſt Mar, daß man für x == sin. x bekoͤmmt 
fx = ou x; f'x = — sin x, fm em. x3 
fix = sin. x, ote.⸗ und daß für x=ucos.x 
mon erhält 


Ps=-sin.z; fix 00s.x fgssan.x Prasosz etc. 


Mach dieſen Formeln würde man ſogleich folgende 
Reihen erhalten; 


sin-(x +üssinx-ti.cos. imo Sin. cos, % 


> 


1 
ru x 
ır am zin.x + etc 


u 2 u 2 .. " “ ’ u sog “ 


PP 
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. 29 «3 
u IE i i 
cos. (x ij S cos. x —- i Ssin. x. — — cos. x - — sin. 
J | ‚2 2.3 
z* 
+ cos. x — ete. 





2.3.4 

| welches, wenn man x — 0 ſetzt, und hernach i in a 

verwandelt, dieſelben Formeln giebt, die wir ſchon wei: 
ser oben fanden, 


30, 
em Die Funktionen x, ax, Ix, sin. x und cos. x, weldt 
wir fo eben betrachtet Haben, Fönnen als die einfachen 
analytifchen Funktionen einer: einzigen veränderlichen Groͤ⸗ 
Er 3 ße angeſehen werden. Alle andre Funktionen von x ent 
Wnehen jaus jenen durch Addition, Subtraction, Multipli⸗ 
‚Js: cation oder Divifion, oder findfriberhaupt durch Glei⸗ 
dungen, in welchen Funktionen von derfelben Form ſich 
‚Hepiben, gegeben. | 
-Da wir alfo die erften Sunftionen der einfachen Funk⸗ 
tionen, welche wir eben unterfuchten, fennen, fo wird mer 
ielcht die erſten Funktionen der zuſammengeſetzten Funktio⸗ 
nen ſinden; und durch wiederhohlte Operationen wird man 
nach einander die zweyten, dritten etc. Funktionen erhalten. 
Es ſeyen p, g 9 etc. " einfache Sunftionen von x 
von welchen’ pP’, q‘, 1, ete. die durch die vorhergehenden 
Regeln befannte erften Funktionen ſeyn moͤgen; und man 
verlangt die erſte Funktion y’, von einer aus p, q, r zu⸗ 
ſammengeſetzten Funktion yo erwaͤge man, daß wer: x 
wird x + i, y überhaupt 
y“i 2 


J J Fritz re 


wird (no. 1. ) Pi q;r, etc, werden zu aleicher Zeit 
Prp *P ete· gr gi ", etc. , + ri + etc. 


War I30 mie Sch XX won un 
An AN ) 1% 7 


D 


.n.wr vo. FR 7 m rm DD i 


wu 
a ng ca fl ad 


— 
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und eben To die andern. Man braucht: alfo nur 
diefe Werthe in den Ausdruck von y zu fegen, dis Glies 
dee nach der Potenz von i zu entwiceln und der Eoeffis 
jient von i wird der gefuchte Werth von y’ fepn. 
Wenn alfvy = ap + bg + etc. und a, b, etc, bes 
findige Coeffizienten find, fo hat man fogleich pY: cafe Ve 
y=ap+bg’ + ct. | —8 
Wenn y = apg, ſo wird die Größe pq aleich ZI; A 
(p+ip' + ete.) (gq-+ig’+ete)=pg-+ilp‘ ar4 Pitete.s 3 ; 
3 ftglich 
y=aqa+rarp 8, 
Denn y = apar, fo wird man auf eben die Art finden 
y'= ap'gr + ag’pr + ar'pg; 
und fo weiter. 


Wenn ya * 


ſo wird die Di 
p + ip + etc. 
* „gleich q+ ig’ + etc. 


Wenn man den Menner durch die befannte Regeln in eis 
ner Reihe entwickelt, fo hat man 


in! 
(p + ip! + etc,) (> — 4 eic.) 


pP ,.fP _ gp ap_ al 7 
= +i(- — =) + er aleyr= 
<q er 7 era 





31. 

Es ſey überhaupt y == fp, u. fiehtman als eine ur⸗ 
ſpruͤngliche Funktion von an, fo wird ihre erfte Funk⸗ 
tion f'p ſeyn; wenn alfo p, p + o wird, (id gebrauce 
hier die undeftimmte Größe o, ftatt der unbeftiminten 
Groͤße i, weiche immer bie unbeftimpite Vermehrung von 


2 dr), 556 RU A 


a NT fd 3 4.Md. 
EEE a j 


gg 


Wu et. 0 1 um. Eu 
—* ILAX * 
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9) x bezeichnen foll), fo wird 


fe Fp gleich FR +ofp+ Zf'p+ate werden (no. 17.) | 


Alſo, dap eine Funktion von x ift, wennx, x+i wird, | 
Aſo wird 


p bi) p hip + + ee | 


[ 
9 mithin, wenn man | 
ir — 

7 o = ip '+ — +etc, 
L H mad, (0 wird fp durch * Subſtitution von x + 1, ' 
4 ſtatt x, 
ER fr +tipfp + > (Pie +p/f/p) + ete. 


Kolglih wird man y’ = p‘f'p haben. © Daraus fließt 

folgender Grundfag: die erfte Sunftion einer ' 
u? Sunftion von einer Größe, melde felbft eine 
A Sunftion von x ift, ift gleich dem Produkte der 
erſten Sunftionen von den beyden Sunftionen 

Menn wir jest vorausfegen, daß y eine Sunftion von 

’s und ꝗ ſey MY welche wir durch (p, q), bezeichnen wollen, { 
+ fo mäflen wir alfox + i ftatt x in den zwey Zunftionen p “ 
z , ’andg Subftituiren. Es ift aber fichtbar, daß man daſſelbe 
7 Reſultat erhalten muß, man mag dieſe zwey Subſtitutio⸗ 
nen auf einmal oder nach einander machen, weil die Groͤ⸗ 
den fen p und gald unabhängig angefehen werden. Setzt man 
erfilih x + i ftatt x in der Sunftion p, und betrachtet man 
die Kunftion /(p, q) nur als eine Sunftion von p, fo wird 
daraus | 


SATIN 


SP P - ip (p) + etc. 

77, Ich ſchreibe bloß (p), um die erſte Funktion von Mp.q) zu 
hl bezeichnen, die nur in Beziehung von p allein genommen;, 
und q als beftändig betrachtet wird. 


*4 pwo mar a N „Bir ; 





aufs At, wi) ii 
GIER IR RN 





Way 5 77 
———— a, 22: SA * 
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Wir wollen jetzt x + i ftatt x in q ſetzen, fo wird die Sunfs ” 
. tion fip, 9) gleichfalls 22 
SR d+tiyP(d+ er, 7 
werden, wo FAq) die erſte Funktion von Mp, g) vorſtellt, AL 
in Beziehung von q allein genommen, und p als beftändig bes „, Ku 
trachtet wird. Das Glied ip’f’Cp) betreifend, fo iſt es fiht: AZeL 
bar, daß es fich durch diefe neue Subftitution, mit Gliedern Lac. 
vermehrt finden würde, die mit i?, i’, etc. multipfizirt find. 
Alfo die beyden erften Glieder der Reihe, welche Durch Die 
Entwickelung von /p, q) nach der Subftitution vonx + i 
ſtatt x entfiehen , werden bloß 
ed til fd) + dio] 
ſeyn; folglich dat man 
verto+rtod $ 
Henn y eine Funktion von g, q, r wäre, die duch Ap, ur) 
vorgeftellt ift, fo fände man auf eben die Art 
Y=rfMd+trifotrrfe 
und fo weiter, 
Hieraus ift fehr feicht diefe allgemeine Schluffolge zu 
ziehen, daß die erfte Funktion einer aus verfchiedenen ein⸗ N A 
‚zelnen Funktionen zufanmengefegten Die Summe der ers "1° 
ken Funktionen, in Beziehung auf einer jeden diefer Funk⸗ Wr) 
tionen, einzeln und unabhängig einer von der andern, be — 
trachtet ſeyn wird. Val 
Diefer Grundfag mit dem vorigen verbunden reichet 
bin, um die erftien Funktionen aller Arten von Funktionen 
w finden, fo wie auch die andre Funktionen, welche von 
höhern Ordnungen abgeleitet find. 












32. 
Alſo vorausgeſett, es ſey X irgend eine Funktion von x, 


Ye erſten Sunftionen von jo IX, a, sin, X, con X. etc. . 
* he em Wir. 5 


, [ = 4 IR Aa 
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werden. ſeyn "- Ä 
m Xmı-2 x T allaX’, X: cos. X, — X sin. X, etc. 


und ihre zweyte Funktionen werden feyn ‚ge dxy aim 
mÄm-2 X” + mm — 1), Xn-2X°, 








: EX aXjax” + alla}? X”, 


X 
X" 005. X— X" sin. X — X sin. X — X’ cos. X, etc.; 
und fo weiter. N 
£ Ä [ 
| 3% 22 Jah vu IH0, 
u 


—N Aber die Funktion y koͤnnte nicht anders gegeben ſeyn 

ls. als durch irgend eine Gleichung zwiſchen x und y. F 
Ir ir wollen diefe Gleichung überhaupt durch FFGXx, y) * 0 
vorftellen,, fo wird man durch die Auflöfung haben y gleich 
irgend einer Zunftion von x, welche man durch fx bezeich⸗ 
u , ten fönnte; wenn man alfo fx ftatt yin Der Sunftion Fix,y) 
. fest, fo wird fie Fix, fx), d. h. eine Funktion von x allein, 

* welche wir durch 9x bezeichnen merden. 

r Dieſe Funktion ox ſoll alſo Null ſeyn, was auch immer, 
9 der, Werth von x ſeyn mag. Cie wird es alſo auch ſeyn, 
is her wenn man x +iftatt x feßet, mas auch immer der Werth 
has, ‚don i ſey. Aber durch diefe Subſtuution wird ex zu 


F 0x + ix + — px + oe; 


" alfo, um damit i eine beliebige Größe ſeyn kann, ſo muß 
man einzeln die Gleichungen 
9x =0,9x=0,P"x=o0,etc. 
haben, von telchen die erfie die gegebene Gleichung, vie E 
aweyte ihre erſte, die dritte ihre zweyte Funktion if, - ; 
Da nun Ä 


0 9x = Rufe) = Ray) a 
ni —X Ku (Ko 20. PR 2 
* Yan, 4 a) x 6 | T- 





x 
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e'x wird die erſte Funktion von F(x,y) ſeyn, (y als eine 
Kunftion von x Angefehen) und durch den in no. 31 feftges 
ſtellten Grundfag wird diefe erfte Funktion ausgedrückt 
durch 
Fa&)+ —* ut Aa GH x, Pr ce? . 
indem man durch F’(x) und F/y) die erften Funktlonen * 
von der Funktion Fix, y), nur in Beziehung auf x und —*— 
auf y allein genommen, bezeichnet, Alſo die Gleichung X +: 
ex = o giebt 
Po) + Y Pie a Ha fe felzo 
woraus man erhält alxh : : do = ⸗ 
— Ah 
Hat man alfo ben erften Werth der erften Funktion y’ in 
der Zunftion, von x und y, ſo wird man die von y’ has 
ben, Wenn man die erjte Sunftion diefer Funktion nimmt, 
u. fe. w. Aus der dorigen Analyfis entſtehet folgendee 
Grundſatz. 
Wenn man irgend eine Gleichung zwiſchen zwey vers 
inderlichen Größen x,y, hat, fo wird die Gleichung auch 
‚noch beftehen zwifchen den erſten Sunftionen aller Diefe® _ -»- 
Blieder, fo wie auch zwifchen ihren zweyten Funktionen &c. 
Wir werden diefe neue Gleichungen abgeleitete Gleis 
dungen nennen; und insbefondere erfie Gleichungen 
zweyte Sleihungen, &e. und die, fo man erhält, 
wenn man die erften, zweyten Funktionen &c. nimmt. .. 
Wenn die Öleihung nur eine veränderliche Größe x ent⸗ 
-hielte, welche unbeftimmt bleiben follte, welches in idens 
liſchen Gleihungen ftatt findet, fo würde derſelbe Grund⸗ 
ſatz ſtatt finden, und man hätte ebenfalls eine erſte, zweyte 
Gleihung &e. die aenfels identiſch waͤren. 


nn en | Be Are Zr I 
u are. ne deren, ME 
— —8 [pP umrddr Adp) = Kalk 


— in: Zu —— 
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ge YA-a , u. 

a - Welche auch die vorgegebene Funktion fx feyn r 
⸗ ad, und auf welche Art ſie auch gegeben ſey, ſo hat 
„1 ı gr ‚ einfache und allgemeine Methoden, ihre erfte Funktion 
v+LN- ‚zu finden; und daraus koͤnnte man durch Wiederhe 


| —2 ‚der nemlichen Operationen alle andre abgeleitete Zunfti 
‚finden. Man wird auf die Art Teicht alle Glieder 


u pe, Reihe 
| Ä u Kris face 


x ui. 4, haben, welche durch die Entwickelung der Fun 
e A fx +) entftehet, wenn die Entwickelung diefer 7 
, v2 fähig ift. 


ud / 

er u Es ift alfo nöthig, ehe wir weiter gehen, zu u 
uhen, wenn und in wie fern diefe Form fehlerhaft 

1 koͤnnte. 

ri ’ Wir haben ſchon oben (no. 10.) gezeigt, daf es 


| 2 4% geſchehen fann, wenn man x einen beftininten W 
j 52 giebt, fo daß fie in der Zunftion fx und deren abg 
teten einige Wurzelgrößen verfchwinden läßt. ber 
wi Wurzelgröße kann in einer Funktion nur auf zwey 
u — Art verſchwinden, entweder weil die Zahl, welche 
Wurzelgroͤße multiplizirt, zu Null wird, oder weil 

uf’ ech 94  Wurzelgröße felbft Null wird. 
Im erfteren Fall ift es Flar, daß dieWBurzelgröße, t 
—— che in fx verſchwindet, vielleicht nicht in Fx, Fx, &c. 
HL ſchwinden kann, oder auch, wenn ſie zu gleicher Zeit in fx, 
| Bd es ) 7 verfchwindet, fo dürfte folche vielleicht nicht in fx, f'"x 
verſchwinden, u. ſ. w. weil, wenn die Wurzelgroͤße 
— ſchiedne Eoeffigienten in den ahgelgiteten Gunktionen, erla 

6 


—2 — mir A Aa: A. . 7, 
— * = 






I al da 


vornefimften Anwendungen in der Ahalnfis. St 


‚ werden diefeGoeffigienten nicht mehr durch dieſelbe Vor⸗ 
usfegung für die veränderliche Groͤße zu Null. 

Im zweyten Kali ift es im Gegentheile deutlich, daß 
ie Wurzelgeöße in allen Sunftionen fx, f'x, fx, &cy 
n8 unendliche nothivendig verfchwindet, weil es die Wur⸗ 
elgröße felbft ift, melde für einen gegebenen Werth 
er verändertlichen Größe x als verſchwindend vorausyes 
est if. Da nun das Verſchwinden der Wurzelgröße nicht 
nehr ftatt haben Fann in der Funktion fix-+i‘, wo i eine 
indbefiimmte und unabhängige Größe von x ift, fo folget, 


daß die Reihe 
a tif + = fi + &e. 


welche die Entwickelung dicker Funktion vorftellet, nicht 
genau ſeyn kann, ſo lange ſich dieſelbe Wurzelgroͤße 
kaeinn findet; folglich wird dieſe Reihe ım erſtern Fall 
legitim irt ſeyn, im andern Fall aber nicht. | 


lo. 


Es ſey y =/s, folglih, wenn man die erften, zwey⸗ 
sun 8. mini 
= fa, y"=f'x &c, 

Ä geurect/ ab für einen gegebenen Werth von x, 
Feine Wurzelgröße verſchwindet, welche nicht in fx 
erſchwindet; fo ift klar, daß für diefen Werth von x 
je Sunftion Mx eine weit größere Zahl don unterſchiede⸗ 
en Werthen als die Funktion fx haben ſoilte, nemlich 
degen der Wurzelgroͤße, twelcheß; in 8 undaiffin /x 
erſchwunden iſt, woraus folget, daß der Werth von y 
Richt buch eine Funktion bon x und y, welche dieſe 







Burzefgröße nicht. enthielte , Fünnte gegeben Werden, Hy. 
Prmungeagter, wenn man in dee Gleihung ya fa m 


D a die⸗ 


I 
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dieſelbe Wurzelgeöße duch Erhebung der Potenzen 
nichtet, und die entftandene Gleichung duch Fl,y) 
vorgeſtellt, ſo wird ihre erſte Gleichung wie man (a 
gefehen hat, allgemein geben, 
y’ me — Fa 
F(y) 


Alſo wird diefer Ausdruc fehlerhaft feyn in dem 
wo man x den befagten Werth"giebt, welches nicht 


haben kann, fo lange die Größen F(x) und F(y,) 
oder die andre zu gleicher Zeit Null feyn werden. 
in dem jegigen Fall wird der Ausdruck y’ gleich. Ru 
vidirt mit Null; und umgekehrt, wenn diefes gefch 
fo wird es ein Zeichen feyn, daß der corefpondiı 
Werth von x in fx eine Wurzelgröße vernichtet Hat, 
ne folche in f’x zu vernichten. 

Um in diefem Fall den Werth von y’ zu haben, i 
nicht Hinveichend, ſich bey der erften Sfeiching von F 
u o aufzuhalten, weile Fi) F(X) = o if 
33) und die unabhängig von dem Werthe von y’ t 
ſich ſelbſt ftatt haben wird, aber man muß zu der ; 
ten Gleichung Äbergehen, welche man durch biefeigen 
geln won folgender Korm finden wird: 

y'F(y) + y"P’y) + 2yFu(y)(x) + Fix) = 
indem man durch Fly) und Fx) die erfolge: 


von Piy) und P(x) bezeichnet, die erfle in Beziet 


auf x allein, das heißt, Die Zunftionen von Ry, x) 
Beziehung bderfelben iſolirten veränderlichen Größen 
nommen und durch 2’Cy) (x) die erfte Funktion von F 


‚in Beziehung auf x genommen, oder die erfte Zunf 


von P(x) in Beziehung auf y genommen, da diefe Fi 


‚ttonen. daſſelbe bedeuten, wie man fich leicht davon Ai 


führen. kann, und wie wis es weiter unten beweiſen mer 
. . . wi 


# 


vornehmſten Anwendungen in der Analyfis. 33 


enn wir von den Aunftionen mehrerer veränderlichen 
zroͤßen handeln werden, das heißt, Die zweyte Funktion 
on FXy, x) in Beziehung auf y und auf x genemmen.- 
Diefe Gleihung giebt allgemein den Werth von y”; 
ber in dem vorgefegten Kal, wenn die Größe Fly) Null 
bird, fo wird das Glied, welches y’ enthält, verfchwins 
en und die bleibende Gleichung wird eine Gleichung des 
pegten Grades von y’, durch welche man den Werth von 
beſtimmen wird, welcher alfo doppelt feyn wird. 


6. 


Es ſey z. B. ſx = (x —a)y (x — b), ſo daß 
on die Gleichung hätte y= (x — a)Y(x—b), fo 
rd man haben: | 

« 4 W — — *; 
f-y/)- Y (x + 270 — 
ht man x = a, fo bat man 
yz0,yz=YVYıkı—b= Ya b), 
eraus man fiehet, daß die Wurzelgröße in dem Werth 
m y verfchwindet, aber nicht in dem von y’, fo daß der 
bett von y einfach, und der von y’ doppelt if. 

Wenn man jest die vorgegebene Gleichung zu folgen⸗ 

rationalen Form 


J 7 ( — a2) (x — b) 
es und wenn man Die erſte Gleichung davon 
ſo hat man: 
ayy e a — (x — b) + — 2) 
naus man erhält 
V= ax — 2) | “- HD ra=—a 
O2 . 


st man x = a, fo hat man y’ == 3; geht man alfe 
der zweyten Bleigung über, fo wird man haben: 
D s 278 
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27? + 2y4 —a) Hal — bi. 
Hier giebt x == a (wegen y = o In Diefen Ball) 

- 2y = 2(x —b)=2@- b); 
alfo y’ = Ya — b), wie oben. Es fann aͤbrigen 
moͤglich ſeyn, daß derſelbe Werth von x, welcher bie, 
Glieder der eriten Gleichung vernichtet, auch Die in det, 
zwepten Gleichung vernichtet; dann müßte man zur dritz; 
ten Gleichung uͤbergehen, welche durch die Vernichtung, 
der Glieder, welche y“ und y“ enthalten würden, eine. 
einfäche Gleichung von y’ werden würde, aber vom drit 
ten Grade‘ u. ſ. m. Das hängt von der Natur der Wur⸗ 
zelgroͤße ab, melde in fx vernichtet worden iſt ‚, und 
weiche durch den Grad der Gleichung, von welcher der 
Werth von y‘ abhängt, erfegt werden foll; aber wir wer⸗ 
den uns hieruͤber nicht weiter einlaſſen, um uns nicht ju 
fehr von unferm Gegenftand zu entfernen, 

A 
Dorausgefegt, daß im andern Fall derſelbe Werth 
von x, welcher eine Wurzelgröße in fx verſchwinden läßt, 
es auch in fx verſchwinden lieffe, ohne es demungeachtei 
in fx verfchwinden zu laffen, dann werden die correfpon 
direnden Werthe von fx und von fx ingleicher Zahl ſeyn 
_ aber die von fx werden in größerer Zahl feyn. Wenz 
man alfo diefe Wurzelgeöge in der Gleihung y= A— 
vernichtet, fo wird der Werth von y“, welchen man das 
von ableitet = 3 gefunden, und man müßte zu bei 
abgeleiteten Steibungen von höheren Drdnungen übergn 
hen, um den Werth von y’ zu haben. 
Es ſey y (x — aYXVCG — b), fo wird man haben 
_G—- 3» a)” 
zehnten 
Be y. 
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—E 26x — — a) (x — a" 
aY(« b) # *— 5 b) on — 
macht man x = a, fo. hat man. | 
yaoym=ouldy”=aY(xs —h)=2Y(a — b) 
Aber wenn man die vorgegebene Gleichung zu folgender ras 
tionalen Form bringt: y’ = (x — a)* (x — b), fo wird 
nan daraus die erfte Gleichung 
ayy =4ıx— air — b) -4 (x — a) 
erhalten, welche, wenn 
x=a, y’ = 5 giebt, wegen y=o, 
& fey denn, indem man den Werth von y fubftituiet, 
man das Ganze nicht durch (x — a)? div’dirt, und daf 
man hernach nicht x = a macht, welches y‘ = o geben 
würde. 
Sehen wir zur zweyten Gleichung uͤber, ſo wird man 
haben 
6 (x — a) (x — b) 4 48 —- a); 
wenn man x = a macht, fo hat man y = o mie oben. 
Aber um den Werth von y’ zu haben, muß man jur 
deitten und ſelbſt zur vierten Gleihung feine Zuflucht” 
achmen; Gene wird ſeyn 
yy'yy' = 18(x — a)? + 12(x — a) (x — b),' 
80 alle Glieder verſchwinden, wenn x = a, Die folgen. 
de giebt: | 
y + yyt HH yyV— 4% - a). + ı2(x — b) 
Nacht man x = a und folglich y=o und Yo, 
fo hat man 
1 ,3y? = 12(x — b), y en av - —b) ma —b) 
: wie weiter oben. 





% 
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38. 


Wir werden dieſe Analyfe nicht weiter treiben, wel | 
che übrigens nah den feftgefegten Grundfägen. weiter 
feine Schwierigkeit mehr hat. Wir wollen. uns begnügen 
zu bemerken, daß wenn man die Curve conftruict,. von 
welcher x die Abciſſe und y=fx die Ordinate wäre , dieſe 
Curve ein fogenannter vielfacher Punft haben würde, in 
dem Drte, welcher dem gegebenen Werthe von x correſpon⸗ 
dirt, und welcher eine Wurzelgroͤße in /x wird verfchtwins . 
den laſſen, ohne daß folhe zu gleicher Zeit in „fx vers 
ſchwindet; daß fie einen Berührungspunft haben wird, 
wenn derfelbe Werth von x, zu gleicher Zeit in fx und fx 
eine Wurzelgroͤße verſchwinden ließe; daß es ein oscufirens 
dee Punkt waͤre, wenn die Wurzelgröke zu gleicher Zelt 

in f’’x verfhmwände, u. f. wm. Man mird den Grund davon 
einfehen, wenn wir die Theorie der Zunktionen auf die. 
Theorie der Curven anmenden werden, 





| 39. | 
. Bey Gelegenheit der Schwierigkeit, welche wir eben 
aufgelößt Haben, wollen wir die Theorie von der Methode 
Ichren, um den Werth eines Bruchs, in dem Fall, wo Zähr 
fer und Nenner zu gleicher Zeit Null werden, zu finden. 
Es fen z ein folcher Bruch, wo x und .Fx Sunfs 


tionen von x find, und mo die Vorausfehung von x = a 
fia beyde zu gleicher Zeit zu Null macht. Man verlangt 
den Werth dieſes Bun wnnx=ma. 0. 


Wan mache y == * und Bi 


r % 


1, 
4 A. —— pr He 

—3 
V————— BE 
5 * —— 
N ik, a - De 


N 
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nn,man x = a annimmt, fo eechtfertiget fich biefe Gleis 
ng von felbft, unabhängig von dem Werth von x, wel: 
re alfo unbefimmt bleibt, daher Fann fie nicht in diefem 
tande der Beflimmtheit, wenn x = a ift, zu Beftims 
ng von.y dienen. Nimmit man aber die erſte Sleichung, 
ſo hat man yFx FIXJ; 
Vorausſetzung von x = a laͤßt das Glied yFx ver’ 


4 
vinden; und das übrige der Gleichung giebt y = En 


nnesgefciehet, daß die erſten Kenftionen f’y, F’x durch 

felbe Annahme zu Null woͤrden, fo würde man durch eben 

ı Grundfag, wenn man in der oben genanten Gleichung 

‚Px,'ftatt fx, Fx, feste, diefen neuen Ausdruck von Yı 
F'x 


den. Man Pönnte fie auch directe von der erſten Geis 
ıng herleiten, wenn man betrachtet, daß, da fie von , 
uem fich felbit rechtfertiget, fie nicht mehr zu der Beſtim⸗ 
ing von y dienen kann; daß es folglich nöthig iſt, zu der 
eyten Gleichung überzugehn,, welche feyn wird . | 
3FEXA ay'Px + yF'x = f'x. 
a die Vorausſetzung von x = o die sung und 
x zu Null machet, fo werden die Glieder y und y’’ von 
bft wegfallen und die übrigen Glieder werden geben 
, Hg 
Img 
e weiter oben. Es ift nicht zu fürchten, daß die Kunfs 
nen fx, fix; Fllx, &c. und Fx, F'x, P’x &o. ind unends 
e, koͤnnten zu gleicher Zeit durch die Annahme x= a. 
ll werden, wie eg einige Geometer anzunehmen ſchei⸗ | 
l Son weil 
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Rx +)=f%&k+ ifx + — ft &c. 
fo Hat man, wenn x ==a 
- fa+)d)=o 
was auch i ſeyn mag, welches unmöglich if. Es würde eben | 
fa von 
F(x + i) ſeyn. 

Uber es kann ſich zutragen, daß dieſe Funktionen durch 
die nemliche Annahme von x ma unendlich wuͤrden, welches 
ebenfalls die Bruͤche 

| fs fx 

Ft Br &c. | 

unbeſtimmt machen wuͤrde: aber die Auflöſung dieſer 
Schwierigkeit haͤngt von der Unterſuchung des zweyten Falls 


von Nr. 34. ab, mit welchem wir uns jetzt beſchaͤftigen 


wollen. 


40. 

Dieſer Fall Hat ſtatt, wenn die Annahme von x a 
eine Wurzelgroͤße in verſchwinden ‘äßt, indem man fie 
zu Null mat, in welchem Kalle, fie ſolche ebenfalls in 
den ab eten Sunftionen verfchwinden läßt. Bleibt aber 
Diefe B Igröße in der Zunftion. f(x + », fo muß folde | 
auch in der Entwickelung diefer Zunftion bleiben; folglich 
da ſolche nicht mit dem Werthe von x verbunden ſeyn kann, 
. fo muß folhe mit i verbunden ſeyn; woraus folget, daß. 
diefe Entwickelung nothwendig irrationale Potenzen von i 
enthalten muß, Es ift in der That klar, daß wenn fx die 






Größe y X enthält, (da X eine Funftion von x iſt, welche 
Null wird, wenn x S a, indem man x +ian der Stelle 
von x ſetzet), fo wird X; | - 


X+i 


U 
an „ann - 
/ 
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.3 \ 
X+iX + X + &c, 
und macht man x =.a, fo hat man bloß 


ix⸗ +; — x⸗ + &c. 


— — — 


Ratt den Werth von x; fo daß Y X merden wird 


— a 


m _— 1 
MX + — X Sc). 
Die Zunktion f(x + i) wird alfo in dem Fall von = 


m 
die Wurzelgröße v’: enthalten, welche fich folglich .in ihrer 
Sntwidelung, nad) Den Potenzen von i finden follte. Wir 
wollen Daher fehen, was die fehlerhafte Entwichelung 


fk + fx + f"x + &c. 
sehen wird. | 


j 41. 

Dienſerhalb bemerke ich, daß ‚die Funktionen 

Std fa ), &c 

Ebenfalls) die erften, zweyten Ke. Kunftionen von der 
Zunftion f(x + i) find, man mag fie in Hinficht auf x 
(oter in Hinſicht auf xjoder in Hinficht auf i nehmen , wel: 
ches augenfcheinlich ift, weil, wenn man x oder i um eine 
unbeftimmte Größe vermehret, man daffelde Wahsthum 
der Größe x + i hat. . Woraus folget, daß man ebenfalls 
die Werthe von f’x, fx, &c. (mas auch x feyn mag), ha: 
ben wird, wenn man die erfte, zweyte, &o. Funktionen 
von f(x + i) in Hinfiht auf nimmt und naher i = a eh 
machet. * 


— ja fen! — — —8 21211 m Al, men 


hei, es: V mer 33 .. 
N di +) Jzjnt ke x a 

le nee 

ae A nm vH 

Sp —— ——— in 

IP“ y han sion ie AR — 





Wenniman nemlih annimmt, daß, wenn x a iſt, die Ent⸗ 
wickelung von fix + i) ein mit’ im behaftetes Glied ale 
Aim enthalten ſoll, und A eine Funktion von a,und m feis 
ne ganze pofitive Zahl ift, fo müßen, indem man (die erften 
zweyten &e. Funktionen in Hinfiht auf i nimmt, die Ent 
wickelungen von * 4 

f(z + i) f(x +i) &e. ar 
die Glieder | 

mAim-I, m(m — 1)Aim-2, &c. (no. 18) 2 
enthalten. Macht man alfo i= o, fo ſchließt man Daraus, 
dag die Funktionen fx, f'x; * &c., wenn x a reſpec⸗ 
tive die Glieder ⸗ 
Aom, mAom-I, mim — I) Aom-2, &c. 
enthalten. 
Wenn m irgend eine negative Zahl iſt, ſo iſt es Flat, 
daß alle diefe Glieder unendlich feyn werden. 
Wenn m feine ganze pofitiveZahlift, (es ſey n die unmits 
telbar größere ganze Zahl als m), fo ift es fichtbar, daß 
das Glied ° 
m(m — TI). lm ont Am 

unendlich feyn wird, fo wie alle. folgende, (und daß alle 


vorhergehende Null ſeyn werden.) —X 


Alſo uͤberhaupt die Funktion fx und alle Folgende 
few, Aur2, &e. 
in’8 unendfiche (nn + 1, &c. find nur Anzeiger) werden 


"unendlich ſeyn, wo n die auf den Erponenten m folgende 


unmittelbar größere pofitive Zahl ift- 
42. 
Man wird daraus ſcliehen- daß diel Entwickelung 
 ß+ifz+ — fi + &c. 


—R u di” u OM. dii-· xy fi 
id. en 3 Abe) Y {” u) m) AN 


“em "r Fe 


Y | Klundehel Al . 





vornehmſten Anwendungen in ber Analyſis. 61 
nicht für einen gegebenen Werth von x falſch werden kann, 


in ſo fern eine der Zunftionen fx, fix, FAx, &e. für dieſen 


Werth von’x, fo wie alle folgende unendlich werden. Denn 
wenn n der Anzeiger der erften Funktion, welche unendlich 
wird, ift, fo müßte die Entwicelung, von welcher die Rede 


4 it, ein Glied von der Form im enthalten, wo m eine zwi⸗ 


fhenn — ı und n enthaltene Zahl ift. 


Und wenn für den nemlichen Werth von x alle Funk⸗ 


_ tionen fs fs f'x, &c. unendlih würden, fo würde in 


diefem Gall die Entwickelung non f(x — i) negative Potens 
ien von i enthalten. 

Um alsdann die wahre Form der Entwickelung nad 
den fieigenden Potenzen von i zu finden, müßten wie in 
der Funktion f(x — i), x dem gegebenen Werthe gleich, mas 


- den, und nachgehends, durch die befannten Kegeln nach 


| den fieigenden Potenzen von i entwideln, mit Rücjicht auf 


die Bruch⸗ oder negativen Potenzen von i, welche fich in der 
Funktion ſelbſt befänden. Uebrigens werden wir bemerken 
daß wenn man y== fx macht, uud x und yfür die Drdis 
naten einee Curve annimmt, fo hat diefe Eurve in dem 
Yunfte, wo eine der Sunftionen y, y’, y’, &c. fo wie alle 
folgende unendlich wird, eine Wiederfehrunga 1a (rebrouffement), 
" deren Art von dem Anzeiger n abhängen wird, wenn nur 
der Bruchegponent m zum Renner eine gerade Zahl hat; 
und man wird.in diefem Falle die Natur der Wiederfehrung 
durch die Form der Entwickelung vou fix + i) beftimmen, 
43. 
In dem Beyſpiele von no. 36, wo 
(x — a) V(x — b). 

fieht man daß die. Annahme von x = b, die Wurjelgroͤße 
in y vernichtet; and ſoll fie folglich auch in den abgeleiteten 

| Sunfs 


fr: 


ff 
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Funktionen y‘ y“, &c. vernichten. Mithin wird die Ent 
wickelung | 
Set if + — fx + de 
von f(x +1), wenn man 
' yak=k-9vk-b) 
annimmt, in dem Zall von x = b, fehlerhaft ſeyn. Man 
wird wirklich in dieſem Fall haben 
— ————— 
(mo x = b iſt), und man wird eben fo- . 9 
yiaa,ylima,do | 
finden. Alfo-müßte die hier in Rede ſtehende Entwicke⸗ | 
“fung ein ©lied von der Form ım „enthalten, 0 m zwiſchen | 
ound x liegt. nt 
Es fen wirklich x—=b + i, fo wird : er 
ſx, in (b — a i) Vi, 0 
ſo. daß die wahre Entwickelung dieſer Funktion 


(G - a) Vi 4 iz, ſeyn wird. 


44. F 
Auf eben die Act wird man auch die am Ende von nd. 
39. vorgegebene Schwierigkeit über die Brüche, welche 
veſtaͤndig unbeſtimmt bleiben wuͤrden, wenn man ins Uns. 
endliche die abgeleitete Sunftionen vom Zähler und Reit: 
ner nimmt, haben. Wir haben dort gefehen, daß eg nut 
in dem Fall gefchehen Fann, wo der nemliche Werth) von x 
diefe auf einander folgenden Funftionen unendlich machte. 
Man müßte alfo, (weil a der Werth von x fft, foelcher diefe 
Kunftionen unendlich macht), in dem allgemeinen Ausdrud \ 
des Bruches x=a-+i lannehmen, nachher dieſen Ausdruck | 
in eine ne Reihe, nach den ſteigenden Potenjen son i bringen; 
und ! 
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und das erfte Glied diefer Reihe, wenn man ı =o macht, 
wird den geſuchten Werth des Bruches, für den Fall don 
x > a geben. 
“uf wenn man den Bruch 
vx—- Ya+(&—®» 

V(x - a’) 
hätte, welcher 3, für x= a wird, und von welcher di die ets 
ften, zweyten &c. Sunftionen des Zählers und Nenners, alle 
durch den nemlichen Werth von x unendlich werden. Gegt 
man nuna=iftatt x undden Zähler und Nenner, in-.eine 
Reihe verwandelt, fo wird fie 








Vita +& Ur V +8 
. iyi Vaa .af2.a ” 
Yaai + —— + &c 
av aa 


fo va wenn man i = o macht, man wenn ve % 


— für den-gefuchten Werth des Bruches hat. In der 


og. 


hat, wenn man zufolge der Methode von no. 39, die erften 
Zunftionen des Zählers und Nenner nimmt, fohat man: 
I... 0.1 x 
| av ty N ei 
Größen, welche unendlich werden, wenn x a; menn 
man aber die eine und die andere mit 2y(x —a) multipli 
ziret, fo wird der neue Bruch ſeyn 
V(x — a 
x ri 
ı x 


v@+ a) 
welcher, wenn man x = a macht, 








T , , 
Fort wie oben, wird, 


Mir 
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Wie haben alfo die Saqwierigkeiten, welche in der E 
wickelung ven f(x + i) ‚anfammentreffen Eönnen, gehobe 
und obgleich wir nur algebraifche Funktionen bet. achtet! 
ben, ſo iſt es nicht ſchwer, unſre Aufiöfungen auch augtr: 
. „sendentifche Sunftionen ausjudehnen. Da diefe Schroier 
feiten nur für befondere Werthe von x ftatt finden, fo 
Mar, daß fie nicht den geringften Einfluß auf die abgele 
ten Funktionen x, fYx &c. haben; aber es war no 
wendig fie zu unterfuchen und die Mittel, diefe Schwiei 
keiten zu heben, anzugeben, um Feine Wolfe über die 
‚Theorie zu laffen. 

45° 

Man Fannı nicht allein durch dieſe Theorie direfte 
Slieder der Entwicdelung von der Funktion Fix +i) n 
‚den Potenzen von i finden; fondern man fann auch üt 
haupt jede beliebige Sunftionen, nach den fteigenden | 
tenzen einer der veränderlihen Größen, melche in 
Funktion enthalten ift, entwickeln. 

In der That, wenn man die Formel 


fra tHiar fett 
wieder vornimmt, und hier x und i zwey undeftinimte G 


gen find, fofann man x — i an die Stelle von x feg 
welches geben wird: | 


ksta Y+Hif@ + —* + 


Man kann hier auch xz an die Stel von i fegen und u 
erhält: 


 Kefan) uf) r EL ge a) 


wo 2 irgend. eine willführliche Größe ift, 
0 | : 
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Hier ftellt x, wie man fiehet, eine Funft.on von x vor 
nd fux — xz\, fx — x2), &c. ftellen die eriten, zwey⸗ 
n &c. Zunftionen von fx vor, indem man x(I — z an 
id Stelle von x feget. Aber obgleich x nur eine Funktidn 
on x in Hinficbt auf Ihre adgelcıtete Sunftionen vorfichet, 
it es Far, daß fie aͤberhaupt eine jede bef-ebige Kunf: 
on von x und von andre Groͤßen vorftellen fann, wenn 
ae diefe Größen in der Bildung der abgeleiteten Funk⸗ 
onen fx; "x &c. ald beftändige Größen angefchen 
erden. 

Wenn man in der vorhergehenden Foenel zo 
achet, fo wird die Gleichung identifeh, /x > fs, und 
abt man z = ı, fo veriaminder die Groͤße x - xz; 
, daß, wenn man, firx = o, die Werthe der Funk⸗ 
men ax, fx, f’x, &e. nur durch ff. Pr Se, bejgeich⸗ 
et, man erhält 


kuftif +” fe + &e. 


Mfo, wenn fx ine genebene Kunttien von Mehrern vers 
Inderliben Größen x, y, &c. ſeyn wird, fo braucht man 
me durch Die allgemeine Regeln die abgeleitete Funktio⸗ 
ven in Beziehung auf x allein zu fuchen und darinn nachs 
gehends x So zumachen; daher wird man alle lieder von 
der Entwicklung der Funktion nach den fteigenden Poten- 
nvon x haben; uud es tft klar, daß die Werthe der 

oͤßen . f"’ . && Kunftionen von y &cı ohne x fepn 
erden, welche alle von der urfprünglichen Sunftion 
& einem Geſetze abgeleitet find, melches von der rt, 
Die die Größe x in diefe Sunftion gefommen ift, abs 
lingen wird, 


62 Darſtellung der Theorie, mit ihren 


46. 


Man hätte das vorige Problem, auf eine weit le 
tere Art auflöfen koͤnnen, wenn wir fogleich \ 

x = A + Bx + Cx" + Di’ + &c 
angenommen hätten, wo A, B, C, &c. unabhäng 
Größen von x find. Um fie zu beſtimmen, erwäge m 
daß, da diefe Gleichung identifch feyn fol, fie auch 
alle Werthe von x ftatt finden muß. Macht man < 
ıtend x = 0, fo hat man f. = A; ztend, nimmt m 
die erften Gunftionen aller ihrer Glieder (no. 33.), fo | 
man noch die identifche Gleichung 

fx =B +2Cx + 3Dx’ + &c., 
oder macht man aufs neye x = o, fo hat man f. = 
Ztens, nimmt man aufs neue die erften Funktionen, 
‚ erhält man 

f'x =2C + 2.3Dx + 3.4Ex” + &c. 

oder, niachet man wiederum x = 0, fb hat man f’ ==; 
Fährt man auf eben diefe Art fort, fo Endet man 

ft”. es 2.3D fv = 2.30.4E &e,. 
woraus man 


AmfBef,caif, Dumm fung 


findet, welches durch die Subftitution die nemliche R 
für fx wie oben geben wird. Aber diefe Art ift 
ger direct als die vorhergehende, und fie feget fihon | 
Theorie der abgeleiteten Zunftionen zum voraus; .fie 
übrigens weniger firenge, indem. fie vorausfegt, daß | 
Summe aller mit x behafteten Glieder, für x = 0, 
Null wird, obgleich die Cocffizienten diefer Glieder in % 
abgeleiteten Gleichungen ins Unendlihe zunehmen; a 
der große Bortheil der vorhergehenden Methode Hefte 
| | d 









* 
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ninn, daß fie das Mittel angiebt, die Entwickelung der 
weihe, bey welchem Sliede man nur inner will, anhaiten 
w den West) von dem Reſte der Neihe fehtgen zu⸗ 
nen: . 

‚Diefes Problem, cimes der wichtigſten in des Thess 
e der Reihen, ift noch nicht auf eine allgememe Art 
afgelöße worden. Min Lönnte folches wirklich für 
de Zunftion insbefondere auflöfen, durch die im Anfang 
»0. 22.) gezeigten Metheden; aber es wüͤrde unmöglich 
on, auf diefem Wege zu einer allgemeinen Aufldſung 
ir jede beliedige Funktion zu gelangen, 


| 47. 

Wir wollen alfo die oben (no. 45.) gefundne allge 
Bine Formel wieder vorneymggs | 
| k=fis—x)+azfis—x) + — fs 2) + &ci; 


d wollen annchmen, daß man beym erſten Gliede 

x — xz) anhalten will; Da alle folgende Gıieder mit - 

multipligiet find, fo nehmen wir an 
Ss=-fx xD) +xP; 

iR ald eine Funktion von z angefeheh,; welche Rult 

fol, went z = 0, Weil alödann f(x — x) zu fx 










“Da dieſe Gleichung ſtatt haben fol, mas auch der Werth 
u 3 feHn mag, der willeuͤhrlich iſt, fo wird feine erſte 
eichung in Beziehung auf x alfo auch ftatt haben 
.33).. Manmird daher die erfte Funktion in Beziehung 
dieje veränderlihen Sröfe nehmen; und es iſt leicht 
ſehen, daß die erfte Zunftion des Blicdes ‘(x — xz) 
ja wird — xf'(x—23). Denn man hat (no; 31.) ges 

Eꝛ ſehen 


u ausftseichet, 
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ſehen, daß wenn y=f.p, wo p eine Funktion vor 
iſt, man hat 
y’ z— pf'p; 
nimmt man alfo z an der Stelle von x und ma 
pz=x— xz, fo hat man 
pf=— x und =— fp=— fe) 
Alſo, weil/x nidt'z enthält, fo wird die erite Ste 
in Beziehung auf z feyn | 
o= —xfix— x) +. xp”, 
P’ ift die erfte Funktion von P in Beziehung auf zy n 
aus 
‚P=f'(x — xz) 
entfteher. Man: wird alfo den Werth von P haben, w 
man eine Zunftion von z fuchet, von welcher die e 
Funktion gleich f’x — xz) ift und die überdem von} 
Becſchaffenheit ift, daß fie für z = 0 zu Null wird. 
diefer Werth von P fo: chergeſtalt gefunden, ſo Hat m 
wenn man z = I madet 
| hk=f.+xP 
Wenn wir zweytens annehmen \ 
x =fkk — x) + xzf’(x — xz) + x :Q, J 
Q ift eine Funktion von z, welche Null feyn fol, wie m 
fiehet, wenn z= o.. - 

Nimmt man wie oben. die erften Sunftionen in‘ 
ziehung auf 2, ſo wird man folgende erſe Gleichn 
haben: 

o=—xf!(x—xz) +x/'(x — x) x fx) Hi 
wo die Zunftionen, durch , f bezeichnet, die erften 4 
zweyten Kunftionen von /x in Beziehung auf x find, ı 
in weiche man nachgehends x - x ftatt x gefeget | 
Man erhält daraus, wenn man dag, was fi verni | 
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Q = ıf'(x — xı); 
fo daß man den Werth von Q haben wird, wenn man 
- eine Kunftion von z’fuchet, von welcher die erfte Funk⸗ 
poor den Werth hat, welchen man fo eben für Q’ gefun: 
den, und welcher die Eigenſchaft hat, Null zu werden, 
denn 2= 0. Macht man nachher z = 1, fo hat man 
| k=l/l+rxf. x 
















& fen drittens 
= xx) + rufe ee) + I pe—a)4" R, 
ift eine Funktion von z, welche verfchwindet , wenn 
=o0. Man wird finden, wenn man die erften Funk⸗ 


en in Beziehung auf z nimmt, und die Glieder, wels 
fib wechſelweiſe vernichten, ausloͤſcht 


R’ == fra — xz), 


Funktlon durch F vorgeſtellt iſt die dritte Funktion 
fx in Beziehung auf x umgeformt, durch die Subſti⸗ 
ion von x — xz ſtatt x. Man muß alfo, um den 
derth von. R zu haben, eine urfprüngliche Funktion von - 
m finden, deren erfte Zunftion der vorhergehende 
von R/ fey, und die fo befchaffen ift, daß fie ver; 
indet. wenn z == o; Iſt dieſe Funktion. gefunden, 
bat man, wenn man z = 1 madet, . 


A=f: +xf. +- 75 + xR 
fb weiter 
Kahrt: man fo fort, fo hat man. die Formel von 
. 45, 
A=/+ —— * — + &cı 


die vorhergehende, Anafgfe * den Vortheil die 
x E3 Mittel 


70 | Darſtellung der eier, mit. ihren. 


Mittel zu zeigen, tie man die Reſte xP, xQ, x’R, 
‚der Reihe erhalten foll, wenn man bey dem erſten, in 
a dritten etc. Gliede einhalten will. 


48. 


Hier iſt alſo das Problem analytifch aufgeloͤßt: 
da die Größen P, Q, R, &c. nur durch ihre erſte & 
tionen befannt find, fo bleibt und noch übrig, ‚von | 
Funktionen zu den urfprünglichen Sunftionen zurüd 
ſteigen; weiches oͤfters ſehr ſchwer und felbft unmo: 
iſt. Indeſſen kann man Grenzen dieſer Größen fin 
welches hinreichen wird, um den Irrthum zu fchä 
den man begehen fann, wenn man fidy mit einigen 
erften &lieder von einer Reihe begnügt. 

Deswegen wolten wir diefen allgemeinen Lehrfatz 
ſetzen: Wenn eine erſte Funktion von z, fo wie f'z, in 
pofitio für alle Werthe von z if, vonzmsabigz = 
(b ift > a) der Unterfehied der urfpränglichen Zur 
nen, welche diefen zwey Werthen non z entfprechen, 
lich, fü. — PR, wird nothwendig eine poſitive Größe 

Wir. wollen die Funktion flz i) betrachten, 
welcher die Entwickelung 


Se + if'z fe + &c. 


iſt. Wir haben sefehen, daß man immer die Groͤße 
klein nehmen kann, daß jedes beljebige Glied von 
Reihe groͤßer als die Summe aller folgenden wird 
14). Ufo kann das Glied if’z größer als das uͤ 
per: Reihe werden; folglih, menn fz eine pofitive € 
iſt, fo fönnte man 3 pofitio und Elein genug nehmen, 
mit hie ‚ganze ve 


Pr 


‘ 


- 
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= 0 — ren. — — 


oo ft far ie 
nothwendig einen poſitivln Werth bat; aber diefe Rei: 
he ift 
z +) — fz; 
"mithin, wenn —* eine poſitive Groͤße iſt, ſo koͤnnie man 
ſatt i eine poſitive Größe nehmen, welche klein genug 
# damit die Größe Ä 
fat) —fa 
wendig poſitiv fey. 













Wir wollen an die Stelle von z nacheinander die 
ͤhen 
ati a 4 2i, a+3i, &c, a + ni 
en, und es wird daraushernorgehen, dag man i pofitin 
md klein genug nehmen Fann, damit daß alle Größen 
fatd—-Afa+md farm - 3) 
Fca - 2i), bis SIla rn +] —fa+ni 
pihwendig poſitiv ſeyn, wenn die Groͤßen 

fa, fia +1), fra + 2i), &c. bis fa + mi) 
8 find. Alſo wird auch in diefem Zalle die Summe den 
en Größen, das Heißt, die Größe 
. ftra+n]l-fa 
fein fen. | 
| Wir wollen jetzt 
| 246604 Hint = b 
baden, fo hat man 


I. man wied daraus fchließen, daß die Groͤße A Fa 
kethmendig pofitig iſt, wenn alle Groͤßen 


> 
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/ 4 — — 2(b — / 3(b— 
farat, + 27 2) ua Han 
bis . . 
n(b — 
fa + - 2. 





1 u: 
pofitiv find, man mag n fo oh nehmen wie man 1 ni. J. 
Daher wird um ſo mehr die Größe fb — fa pofiti j 
feyn, wenn f'z immer eine pofitive Größe ift, und mar- | 
z alle möglihe MWerthe giebt, vonz=a bh z=h' 
weil fich unter diefen Werthen nothwendig die Werthe- - 


b-a al —a), n(b — a) 
"af — Zee 


finden werden, man mag n auch noch fa groß nehmen.“ 


14 


49. 
Mit Huͤlfe diefes Lehrſatzes Fann man Grenzen dei 
Au: und Abnehmens aller urfpeänglichen Funktionen, veng. 
welchen man die erfte Funktion Fennet, finden, Es ſey 
die urſpruͤngliche Funktion Fz von welcher die erſte Funk 
tion F’z, durch, zmZ ausgedrudt ift, Z ift eine gegebe ' 
Kunftion von z. Es ſey M der größte und N der * 
ſte Werth von 2, nemlich fuͤr alle Werthe von, z, welch 
zwiſchen den Größen a und b enthalten find, indem mai 
die Fleinern negativen als die aröften und Die gedße 
negativen als die Fleinften anfichet, welches dem Gange ddl 
Salculs gemäß ift, weil 3. B. 
Ä -1>-,-5>-n A 
und ebenfalls — 2 < — ı und fo aud) von den ander; 
Folglich werden die Größen'M — Z und Z—N imm 
pfitiv. feyn, von z = a bis z = b, und es iſt eben M 
mit den Größen, Be 
zu/M —. 2) und, zu(Z — m 













Alſon 
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(fo iſtens, wenn man 
fr=ııM — 2 
uch, fo wird man durch den vorigen Lehnſatz haben 
Pb —fa > 0; da anz, = Fr 
t, fo wird ihre urfpränglihe Zunftion Fr feyn, und da 
Leine beftändige Größe ift, fo ift die urfprüngliche Funk⸗ 
pn von 


MS, = Mu ur Muriri, 
mæ1 
eil die erſte Funktion, von dieſer hier, kraft der allge⸗ 
eine Regel (no. ıY.) 
(m + r)Mzu 


m-+ ı = Min 


- Man wird alfo. haben , Au A f. Z=2 N - 2, Ann, 


nd macht men hinter einander 


zaamdz=b „je _ .- 
‚ giebt_die Gleichung fb. — fa > o, Euler A an * 
Mbm4T — Mamtx 
— #4 Fb a, rP > 0; 
fh oe + 7 ud 
Mebmrr—antn) .:. 
a+ı 


oraus man erhält, 
OO Fb<Fa+ 

atens, wenn man 
fa = ım(Zz —N) 


act, 10 hat- man auch fb — A > o, und mar wird 


a ın "Nzn+I 
A = Fr — ——; 
r —— m-+ U 
Racht man hintereinander z = a und u b, fe wird die 
Nun fh [a > 0, gehst, .- | 
{ '&z “ ‚B-“-. ; 
a» ,3 „er 2. u. m j va . ur ‘ Par 
vn x EN. 
2 4 2290 P — . . 
— 9 . vd n., \ 


222 


2 — 5 7 Fa +." - a“) 
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woraus man erhaͤlt 
aA Nebmr — amtr 
FbPXICM £ 


mt1ı 
fe gfHpr so, 


Mir wollen diefe Refultate auf ıdie Größen P, Q 
R, &c. von no. 4 anwenden. Da dieſe Groͤßen al 
Funktionen von z angefehen ſind, fo nehmen wir gleid 
.P = Fr an, und folglich 
P=Fz=f'(x — xz); 
alfo, da man Frz = zuZ hat, fa nehme man m — 
"und man wird haben »- 
| z=f'’(x XI). 
Jetzt wollen wir a = o und b = ı annehmen, und di 
Bedingung der Kunftion P, welche Null feyn fol, wen 
z=o, wird Fa =o geben, und dann wird Fb dk 
Werth von P feyn, welcher z = ı entfpricht,. 
Wenn alfo M und N, der größte und der Fleinf 
Werth von fx — xz) in Beziehung auf alle Westf 
von z, von z=o bi z = ı find, fo wird man uf: 
Armeen Fb<MwD>N, | u 
haben. Folglich werden M und N die beyden- Grenze 
der Größe P feyn, wenn man darinn z = 1 machet. 
Wir wollen in zwenten Sal Q = Fz annehmen, fi 
bat man | 5 
om Fı= af — x2)$ . 
folglich, macht man m = ı, fo hat man ———— 
z=f'"kx—x) 2 
&8 fen ebenfalls a= o und h= ı, fo wird man auf 
durch die Bedingung der Funktion Q, welche Kull fen 
9. IR AP >» han, A inai Et aufs 2, Mr 
PR ie Urn AN Ban I WM MN 5 War: den 
Sax N fr iz , rn nut m JA 
eff + wa, 7% Mu RR gr fan 
Ara Ir N G. „As 0 Ara ww, As sm” 7 
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1, wenn z Null iſt, Fa = o haben, und dann wird 
‚dem Werth von Q gleich fepn, der z = ı' entfprict. 
Aifo, wenn Mı und Nı der größte und der Fleinfte 
jet) von fx — x2) find, Für alle Werthe von z, 
mn 0o his z = ı, fo hat man 
Fb < rn und > 
daß | 
M 
_ und — a 
. 2 . 
ie Grenzen des Werthes Q keon werden, wenn z = x 
Bir wollen dritteng R= Tz annehmen, fo hat man 


= Fr: = 2 — xz), 


Io wenn man 

mey,a=-oben, 
achet, fo wird man auf eben die Act finden, daß wenn 
2 und N2 der größte und der Eleinfte th X 

| ax — xz) 
id, indem man z alle Werthe von Null bie zur Einheit 
ebt, man .. 


€ Die Grenzen des Werthes der Größe R haben wird, 
an man darinn z = I macht, u. ſ. w. 


gt. 

Jetzt ift es Far, daB wenn man. z in eines Funktion 
8 x(1 — z), alle Werthe, von z=o, biz = I, 
ebt, die Werthe welche diefe Funktion dann erhäft, 
seden die nemlichen fepn, welche eine -Ahnliche Funktion 
9.» erhalten mürde, wenn man u alle Werthe von 

was 
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u 0bid u. x, nad einander gebe; denn macht man 

xu—zD)=u, fd giebt z=o, ax u. z=1 giebt u=gy 
und die Zwifchenwerthe von z, ‚werden Werthe von u 
zwiſchen diefen hier geben. Woraus man leicht ſchließen 
faun, daß die Größen M und N die größten und klein— 
ften Werthe von f’u in Beziehung auf alle Werthe von- 
u, von u o bis u= x ſeyn werden; und daß folg 
tich jeder Zwifchenwerth, zwiſchen M und N, dur fu 


- 
— — un - ... 


— — mn su mie 


‚audgedrüct werden fann, wenn man u einen Zwifchen : 
werth zwiſchen o und x giebt. Alfo Fann der Werth 


von der Größe P in Beziehung auf z= ı, duchfu 


ausgedruͤckt werden, mo u eine Groͤße zwiſchen a und x 


iſt. Man wird. daraus ebenfalls folgern, daß der Werth - 
von Q, welcher z == ı entfpricht, duch 3f’’u ausgedrüdt : 


werden fann, wenn man der u einen Zwifchenmwerth zwi⸗ 
ſchen o und x giebt. ‚Und eben fo, voR der Werth von 


| R, in Beziehung aufz= 1, dur - — — fu ausgedrüdt 


werden fand, wenn man für u eine ; Beöe zwiſchen o 
und x nimmt, u. f. w. 


52. 

Hieraus fließt endlich dieſes neue und durch ſeine 
Einfachheit und Allgemeinheit merkwuͤrdige Theorem, 
daß, wenn man durch u, eine unbekannte aber in den 
Grenzen von o und x. begriffene Größe bezeichnet, man 
nach einander eine jede Zunftion von x und. anderer 
Größen, wie fie auch feyn mögen, nach den Potenzen 
ven x auf folgende Art entwideln. kann: 
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x = f. + xfi nu, 
fr +taf.+ * fra, 


2 3 
=f.+rxf. +Zf". + _ filtg, 
2.3 
&c. 
0 die Größen F. F, fs &e, die Werthe von der Funk⸗ 
on fx und ihrer abgeleiteten ‚fx, fx &c. find, wenn 
an x == © machet. 


53- 
Alfo, für die Entwickelung von f(z + x) nach den 
ſotenzen x, wird man 
=, æ. N ft, = fl’, &e. 
aben, u man bemerfen wird, daß die Größen f’z, 
"a, &c. ebenfalls die erften, zweyten etc. Funktionen 
on fa, find, welches augenfcheinlich ift, denn es iſt ſichtbar, 


". Faro), f'z + x) etc 
ligfalig, die erften, zweyten etc, Sunftionen von /(z-+x) 
nd, man mag fie in Beziehung auf x oder auf z neh⸗ 
en, weil die Vermehrung von z + x bdiefelbe ift, wenn 
an xinx + i oder z in z + i verändert. 

Nimmt man alfo /’z, f"z, etc. für die f abgeleitete 
metionen, fo hat man 


faro9=fR + xfla +u) | 
Zt fa + fa mW 
2 3 N 
=fi+ xfl Me 
&c. 


‚u eine unbeſtimmte aber in den Grenzen von o und 
begriffne Groͤße deinen, 


. Wenn . | 
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Wenn man z in x und x in i verändert, fo wird 
‚an die Entwidelung von fix + i) nach den Porenzen 
_ bon i haben; und man fichet, daß in diefer Entwickelung 
die unendliche Reihe, um mit einem beliebigen Gliede anzu: 


| 


| 


Fangen, immer dem Wert) diefes erften Gliedes gleich it; 


wenn man x + jan die Stelle von x feget, weil j eine 
Größe zwiſchen o und i ift; Daß folglich, der größte und 
der kleinſte Werth dieſes Gliedes, in Beziehung auf alle 
Merthe von j, von o an bis i, die Grenzen des Werthes 
vom übrigen der Reihe big ind unendliche fortgefegt, ſeyn 
werden. . 

Menn man 2 = zu macht, fö wird man die Entwi⸗ 
Eelung des Binom (z + x)m haben, und man wird 
daraus folgern,, daß die Summe aller Glieder, um bey 
einem beliebigen &liede anzufangen, 


a ——— FIED nen ya, 
1:2. f " 
wiſchen dieſe Grenzen 
m(m — 1).. .. (n — * 9 zm-nyh und 
\ 1.2....n 
m— —— er ge 


eingefchloffen feyn wird; denn, es ift augenfcheinlich, dah ; 


der größte und Fleinfte Werth von (z+u)m*n, feyn wird 
(z + x)a-n und zm-n, 

Die Vollkommenheit der Annaͤherungsmethoden, in welchen 

man die Reihen gebraucht, haͤngt nicht allein von der 


Convergenz der Reihe, fondern auch davon ab, daß man | 
den Irrthum ſchaͤtzen fünne, der von den vernachlaͤſſig⸗ 


ten Gliedern entſtehet, und in dieſer Ruͤckſicht kann man 


'fagen, daß meift alle innäherungsmethoden, von welchen . n 





man in der Auftoͤſung der geometriichen und mechaniſchen 


Probleme 
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Btobleme Gebrauch macht, noch ſehr unvollkommen find. 

- "Das vorhergehende Theorem kann in in ſehr vielen Faͤl⸗ 

‚ len dienen, diefe Methoden die ihnen fehlende Vollkommen⸗ 
heit zu geben, ohne welche es öfters gefährlich ift, fie zu 
gebrauchen. 


BA. 

Bis jegt haben wir nur die abgeleiteten Kunftionen 
betrachtet, in fo fern fie zu der Bildung der Reihen dies 
nen konnen; aber diefe Zunftionen an und für fich bes 
trachtet, bieten ein nenes Spften von algebraifchen Ope⸗ 
tationen-dar, und geben Umformungen, welche von eis 
nem unermeßlihen Nugen in, der ganzen Analyſis find: 

Wir haben ſchon (no. 33.) gefehen, daß, wenn man 
eine beliebige Gleichung von x und y oder nur von x hat, 
weiche für jeden beliebigen Werth von x ftatt haben fol, 
fo werden die abgeleiteten Gleichungen, welche man er: 
hält, wenn man die abgeleiteten Zunftionen eines jeden 
Gliedes, der vorgefegten nimmt, ebenfalls ftatt haben. 
Eine jede diefer Gleichungen und felbft eine beliebige Ver⸗ 
dindung diefer Gleichungen, fann alfo ftatt der urſpruͤng⸗ 
lihen Sunftion dienen, und man wird oft durch diefes 
:F Nittel Hülfsgleichungen erhalten, die einfacher und Teich: 
ter aufzulöfen find als die Hauptgleichungen. 

Wir nannten, erfte, zweyte ete. Gleichungen 
etc., die abgeleiteten Sleihungen, welche man erhält, wenn‘ 
man die erften, zweyten etc. Kunftionen, aller Glieder 
der gegebenen urfprünglihen Gleihung nimmt; wir wer 
den aber überhaupt, abgeleitete Öleihungen der 
erfien Drdnung, der zweyten Ordnung ete; dies 
igen nennen, weiche man durch eine beliebige Berbins 
dung, des urſpruͤnglichen Gleichung und ihrer erſten 
a. Glei⸗ 
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Gleichung, oder von dieſer hier und der zweyten Gle 
chung, bilden kann, u. ſ. w. Wenn alfd die urfpräng 
che Gleichung x und y enthäft ‚fo wird die von der e 


 ften Ordnung abgeleitete Öfeichung x,y und y’ enthalte 


und die von der zweyten abgeleiteten Gleichung wird 
‚y: y! und y' enthalten, u. ſ. w. 


Wir werden durch eine Beyſpiele den Gesrauch ? 
abgeleiteten Gleichungen für die Umformung der Fu 
tionen zeigen. Wir werden fogleich bemerken, daß m 
duch die Berbindung einer Funftion mit ihrer vrf 
Funktion, einen beliebigen Srponenten verjchiwinden | 
fen kann. In der That es fey die Sleihungy — ) 
und X eine beliebige Funktion von x, wenn man ı 
bie erſie Funktion nimmt, fo hat man (no. 32). 

‚yz=mXum-ıX, 

Dividirt man diefe Gleichung durch Die vorhergeher 
ſo hat man 

Y_X fo Xy — mX 

y = xy’ a y *0, 
welches eine abgeleitete Gleichung der erſten Ordnung 
wo die Potenz Xm ſich nicht mehr befindet, und wei 
in diefem Zuftande vief bequemer ift um deh- Werth ı 
y in einer Reihe, durch die gebräuchliche Mechede | 
unbeftimmten Eoeffizienten zu entwickeln. 

3. B. Es ſey 

Xea-+ bx + cx" + dx’ + etc, 
und man nehme an 
yZA+ Bx + Cx’ + De’ 4 etc. 
Nimmt man die erften Funktionen, fo erhält man: 
X =b+ 20x + 3dx” + etc, 
y’ B 0Cx ‚+ 3Dx” j+ etc; 


vornehmſten Anwendungen in der Analyſis. 81 


wenn man alfo die mit einerley Potenz von x bebafteten 
Btieder fubftituiet und vereiniget, fo hat man 
a8 mbA [aac -+FbB——-m(2cA-+bB)]x + 
(3aD+2be-+cB—m( ‚dA-+F2cB+bC))x?-pete.=d, 
eine Gleichung, die identifch ſeyn follte, das heißt, die ſtatt 
finden fol, was auch x feyn mad, Damit der angenoms 
mene Auedruck von y wahr fey, und die daher eben fo 
wie einzelne Gleichungen giebt, als verfchiedne Potenzen 
on x da find, Man wird aus Diejen Gleichungen 


gehalten \ 
| bA 
tt oBbe—, 
ce omcA + (m — Y)bB, 
| 2a 
vo 3mdA + (am — T)cB + (m = 2!bC 
| 3a ’ 
etc, 


an wird fo nach einander alle Cocffizienten B, C, D, ete 
urch Formeln finden, deren Gejeg ſichtbar ift, und das 
an folglich fo weit fortfegen Fann, ale man will. 
ber dee erfte Coeffigient A bfeibt unbeſtimmt; man muß, 
ihn m beftimmen „zu der uripränglichen Gleichung 
= Xın zuruͤcktehren. Macht man x == 0, fo hat mai 
uf einer Seite X = u, und auf ber andern ye= A; 
fo Am aw. 
| 56. 
Man kann eben ſo durch die abgeleiteten Funktionen 
Logarithmen, die Cyponentialgroöͤßen und Die sinus 
cosinus verfehwinden laffen. In der That, wenn 
X, fo bat man die Gleichung ber serften Ordnung 
Yu X ot, 
$ | wenn 
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J— 
wenn =e ‚10 hat man. folgende 
y— Xy=o,. 
Am aber den sinus und cosinus verſchwinden zu le 
"möffen wir zu einer Gleichung von der zweyten Drdı 
gehen. Es fey alfo y = sin. X, wo X immer 
beliebige Funktion von x if. Nimmt man die erften $ 
. gionen, fo hat man (no. 32) y’ = X’ cos. X, und ni 
man von neuem die erftien Aunftinn: — 
| maXX" co X— X’sinX. 
Eliminirt man alfo in diefen drey Gleichungen sin. X 
eos. X, fo hat man folgende abgeleitete Gleichung 
der zweyten Drönung: 
xy — XVV + Xiy o, 

wo feine tranfcendente Größen mehr find. Man 
Diefelbe Gleichung finden, wern man y == cos. x m 
*» Wenn man alfo hier für X und .y diefelben Sı 
tutionen wie oben (no. 55.) macht, und man (nad 
die Glieder nach den Potenzen von x geordhet find) 
Summe aller derjenigen, welche mit einerley Petenz 
xmultipliziet find, der Null gleich fegt, fo wird man ı 
fo viele. particulaire Gleichungen haben, welche dazu di 
werden, die unbeftimmten Coeffizienten des angenom 
nen Ausdrucdes von y’ durch die beyden vorhergeher 
zu beftimmen. In Betref der beyden erften werder 
unbeftiimmt bleiben; aber man muß fie fo beftimmen, 
die urfptüngliche und die erſte Gleichung ſtatt fin! 
wenn man x = o madet. Alfo die Gleichung y= 
wird dann A = sin. a, und die Gleichung 

y' za X'005s, X wird Eon bcos, 2 


! 
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Die abgeleitete Gleichung der zweyten Oddnung, welche 
e fo eben fanden ‚ Eann nicht allein dazu dienen, den 
erth von sin. X oder cos, X in einer Neihe gu ents 
dein, fondern auch eine andere Umformung von 
ſem Werthe durch Huͤlfe der Erponchtialgrößen zu 
den. Wir wollen wirklich y == eY annehmen, e 
die Zahl, von welcher der hyperboliſche Logarithmus 
ı @inheit ift (no. 20.) und V ift eine unbeſtimmte Zunf: 
n von x. Nimmt man die erften und zweyten Kunfs 
nen, fo hat man: 
V Ver, y' = (VE Ve), 
Inn diefe Werthe in der Gleichung, von der hier die 
de ift, fubfituirt werden, fo erhält man, nach der 
Koifion mit der Größe er, welche alle Glieder davor 
altiplizivet: 
xt VA) - XV EX’ mo, 
h bemerke, daß man diefer Gleichung gnüge leiften kann, 
mn man 
nn V mi 
acht, wo in ein beftändiger Eoeffizient iſt, welches 
vo mx" 
idt; denn ſubſtituirt man diefe Werthe, fe being man 
tGleichung auf — | 
; Ä (rt + myXt = 0; 
f dpfirm=-sudmeyY—h 
lan wird daher haben: \ 
vVveyYr-=j1; 
ern man don da zu der urſpruͤnglichen Gleichung 
Buffet, | 






vely-iri 
Be 7 zu ah 
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a ift eine willführliche beftändige Größe, mithin 
eV, — EN eXVAIi AeXV- 
wenn man mehrerer Einfachheit wegen er = A mad! 
Man hat alpy = AeXV I, und da die Wur 
größe V — 1 ebenfall® plus oder minus genommen t 
den kann, ſo hat man ebenfalls 
y+r Be XV 
B ift eine andere willfüßeliche beftändige E&röße. Es 
‚wirklich leicht zu fehen, daß ein jeder dieſer Werthe 
Gleichung 
X'y' — XU y’ + x o; 
gnuͤge leiſtet; und man ſieht auch eben ſo leicht, daß 
ve. Summe auch noch gnuͤge leiſtet, weil die Größen y, 
y“. darinn nur unter der Iinearifchen Form find. A 
Gin wird man überhaupt haben: 
ymAeRY-ıı Be XV I. | 
A,und B find von neuem unbeftimmte Coeffizienten 
oben. 


Hier iſt alſo der Ausdruck von. sin. x. in einen €y 
nentialsAusdrucd duch Hälfe der abgeleiteten. Gleichn 
der zweyten Ordnung umgeformt worden. Aber day 
dieſe zwey Ausdruͤcke voͤllig identiſch ſeyn, ſo muß m 
noch die beſtaͤndigen Größen A und B ſchicklich beſtimm 
welches durch Die Vergleichung der Werthe von y und 
für einen beliebigen Werth von X geſchehen wird. 
alſo sin. X durch die Natut der sinus Null werden 
menn X == 0 ift, fo muß man A+B= ohaben; n 
mehr, day = X’ cos. X, und da der vorheig 
Ausdruck von y, 
y[axyıı ar dv —** 







J 
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seht, fo wird man haben: 
_ ca. X=/f —1ı (AeXV —I — BeiV —I,, 
Nacht man X == 0, fo weiß man, daß cos. X za 1; 


alſo J 
* — 1 A — B)= I 


Diefe beyden Gleichungen geben 







1 
und Bu m — — 2 


1 
2V—- 1 2v—ı' 





A = 


alfo endlich 
eVY-I_erIV-1 


sin, X — — — r — — 
av — 1 


. XV-ı , IV-ı 
j eos, x - F —⸗N e4 
kannte Ausdruͤcke, welche wir auch ſchon auf eine an⸗ 


ere. Act gefunden haben. (na. 27.) 








58. 


In den vorhergehenden Beyſpielen haben mir die 
dgeleitete Sleihung geſucht, und nachher durch Diele 
Wleichung den Werth der urſpruͤnglichen Funktion y be⸗ 
Immt. Dieſe letzte Operation iſt, wie man ſieht, das 
Ungekehrte von derjenigen, durch welche man von der 
Mpränglichen Zunftion zu Ber abgeleiteten herunter 
eigt; fie Fann immer vermittelft der Reihen ausgeführt 
den, wenn man, tie wir es gemächt haben, ein 
eihe mit unbeftimmten Coeffizienten gebraucht, und man 
selne Gleichungen von den Gliedern, welche mit jeder 
rem von x behaftet find, macht. Huf diefe Art bes 
mt man die Coeffizienten, einen durch den andem, 
id man hat oft den Vortheil, das allgemeine Geſetz zu 
serten ,: welches unter dieſen Coeffizienten herrſcht. 

J F3 Aber 
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Aber mian Fann auch jeden Coeffisienten unmittelbar dus 
. die Methode von no. 45. und folgenden finden. Dennm 
braucht nur nah einander die Werthe der - abgeleite 
Funkt'onen zu fuchen, und bezeichnet man durch (y\ (j 
(y) &c. die, Werthe von ) y*“ &c., wenn = 
fo hat man überhaupt: | 


= 0) - X9 4* = "9 + &o. 


Diefe ont, hat den Vortheil, daß Ie die Urſache ze 
warum unbeſtimmte Coeffizienten bleiben, wie wis o 
gefunden haben. In der That, will man den Werth 
y durch eine abgeleitete Gleichung der erſten Drduung 
ftinnmen, fo. wird diefe Gleichung den Wert). von y 
x und y geben, und dadurch wird man eine Gleich 
von der zweyten Ordnung in y“, y, y. % eine von 
dritten Ordnung in yıy & u. fi w. finden; 
daß wenn man mac) einander in diefen Gleichungen, 
Merthe von y’, y’’, &c., welche Durch die vorhergehen 
Gleichungen gegeben find, fubftituist, fo wird man bey 
festen Analyſe y‘, y, y’’, &c. in x und y audgedf 
haben. Macht man alfo x == 0, fa bat man: 
. (y9). (y), (y“), &0.4 

ausgedruͤckt in (y) welche unbeſtimmt bleiben wird. 

Desgleichen, wenn man die Beftimmung von y 
‘von einer abgeleiteten Gleichung der zweyten Ordn 
von xy, y/ und 7“ abhängen laͤßt, ſo wird man dar 
nach einander eine dritte Gleichung, zwiſchen x, y, 
y“, y“ u. ſ. w. erhalten; und durch auf einander 
gende Subftitutionen, wird man bey der legten Analofe, 
y'% &c. in x, y, yiraegeben, haben; fo daß, wenn 1 
x = o machet, man die Werthe von (y), y“,) G 
&erin (y) und (y) ausgedrädt haben. wird. Die: 
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fen (y) und (Y) bleiben unbeſtimmt und fo weiter, 

Geht man alſo von einer abgeleiteten Sleihung von 
"der erften Ordnung aus, fo bleibt eine 'unbeftimmte (): 
geht man von einer Gleichung der zweyten Ordnung aus, 
fo bleiben zwey unbeſtimmte (y), und (7), u. ſ. w.; und 
“man fiehet, daß diefe unbeftimmten beftändig find, weil 
"fe die Werthe von y, y4 y’, &e. find, wenn x= 0 

















| 59 

Obgleich die vorhergehende Schlußfolge auf die Theo⸗ 
tie der Reiben gegründet ift, fo ift es nicht ſchwer, fich au 
iberführen, daß fie allgemein ftatt finden muß, was 
uch der Ausdruck von y fen, weil man immer einen 
usdruck in der Reihe, als die Entwickelung eines endlis 
n Ausdrucks, anfehen fann. Da aber diefes eine chas 
teriftifche Sigenfchafr der zwifchen zwey veraͤnderlichen 
oͤßen abgeleiteten Gleichungen iſt, ſo iſt es wichtig, die⸗ 
he Concluſion auf die Natur diefer Gleichungen ſelbſt 

zugruͤnden. 
Wir wollen uͤberhaupt die Gleichung von zwey ver, 
"Anderlichen Größen F(x,y) = o betrachten, und durch 
Flx,y)‘ == 0 die erfte Gleichung, duch Flx,p)” o die 
gwepte Gleichung bezeichnen u. fi w. indem x und y- jus 
pleich als veraͤnderlich angeſehen werden. Es ſeyn a, be, 
in der Funktion F(x,y) enthaltene beliebige beftändis 
Größen. Diefe beftändigen. Größen werden dieſelben 
‚ben abgeleiteten Sunftionen feun; alſo da Die zwey 

ibungen | 
Kx,y) o und Fyy)=so 

gleicher Zeit ſtatt haben, fo kann man eine beſtaͤndige 
a Daraus eliminivren, und die daraus folgende 
ng wird eine Gleichung der erften Ordnung zwi⸗ 
84 ſchen 
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: {den x, y und y‘ fenn, welche eine beftändige Größe we— 
niger, als die urſpruͤngliche Zunftion enthalten wird, und 
welche folglich zu gleicher Zeit, wie diefe, ftatt finden wird, 
Eden ſo fann man aus den drey Gleichnngen 

 Fay) = 0, Fay)'= 0 Fxy)’ = o, . 
welche zu aleicher Zeit ftatt finden, zwey beftändige Groͤ 
fen a, b efiminiren und die daraus folgende Gleichung 
wird eine Gleichung der zweyten Ordnung zwifchen x, y, 
y‘ und y‘ fenn, welche zwey beftändige Größen weniger 
als die urſpruͤngliche Gleichung enthalten wird, und 
welche, fo wie fe, zu gleicher Zeit ſtatt findet, w ſ. w. 

Da alſo in den Gleichungen von zwey veraͤnder⸗ 
lichen Groͤßen eine Gleichung von der erſten Ord⸗ 
nung, ne beſtoͤndige Große weniger als die urfprüngs 
liche Gleichung enthalten kann, und eine Gleichung der 
zweyten Ordnung, zwey befrändige Größen weniger ent 
halten fann, als die urfprüngliche Gleichung u. f. w.: ſe 
folgt daraus twiederum, daß die urfprüngliche Gleichung 
eine beftändige Größe mehr als dig abgeleitete Gleichung, 
von der erften Drdnung enthalten muß, zwey beſtaͤndig 

ı Größen mehr als die abgeleitete Gleichung von der jtveys, 
ten Ordnung uf. 10, beftändige Größen, die folglich will⸗ 
kuͤhrlich find; und es iſt zu gleicher Zeit ſichtbar, da fie 

nicht mehr enthalten koͤnnen, weil man fie nicht- alle 
durch die abgelciteten Gleichungen verſchwinden laſſen 
kann. F 

Wenn man alſo zur Veſimmung einer Funktion 












eine Gleichung der erſten Ordnung oder der zweyten, 
oder &c, hat, fo follte die urfprüngliche Gleichung, in ih⸗ 
rer ganzen Allgemeinheit genemmen, ein oder zwey & 
willkuͤhrliche beſtaͤndige Groͤßen enthalten, nach der Ord⸗ 
nung der gegebenen, Gleichung, und man wird dieſe bex“ 
ſtaͤndi⸗ 


u 
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Andigen Groͤßen durch gegebene particulaire Werthe von 
er Sunftion, oder ihten abgeleiteten, beftimmen. 

: Findet man alfo auf irgend eine Art eine Gleichung 
on x oder y, welche einer genebenen Gleichung von 
eliebiger Ordnung genuͤge leiſtet, und welche ſo viele 
illkuͤhrliche beſtaͤndige Groͤßen enthält, als Einheiten in 
em Anzeiger dieſer Ordnung ſind, ſo ſchließt man dar⸗ 
us, daß dieſe Gleichung die urſpruͤngliche Gleichung 
er gegebenen Gleichung iſt, und wird in allen Faͤllen, 
att dieſer hier, gebraucht werden koͤnnen. 


60. 


Statt die beyden beſtandigen Größen a und b der 
rey Gleihungen 
Fixy) = 0, Fxy)‘ = 0, Faxy)'=o, 
ı gleicher Zeit zu eliminiren, braucht man nur die ber 
indigen Größen b oder a der beyden erftern zu eliminis 
n; man wird alfo zwey Gleichungen der erfien Ordnung 
(ben, von welchen die eine nur die beftändige Größe a, . 
id Die andere die beſtaͤndige Größe b enthalten wird. @lis 
iniet man jet, in jeder diefer Gleichungen, die beftändigen . 
roͤßen a oder b, vermittelft ihrer erften Gleichung, fo 
ied man zwey Gleichungen der zwenten Drdnung ohne 
und b haben, weiche mit der Gleichung, die aus den 
eichzeitigen Eliminirung dieſer beſtaͤndigen Größen her⸗ 
wgegangen iſt, genau uͤbereinſtimmen muß, and dieſes 
æmittelſt folgender drey Gleichungen: 
FE, V)O, Faxy) = o, H(x, mo 
eil der Werth von y“, welchen diefe Gleichungen von 
2 zwenten Drdnung geben werden, und melden in x, 
und y‘ ohne a und b ausgedräcdt werden wird, nur 
55 N 117 


‘ 


N 


u. ſ. w. 


SGleichungen wegzubringen, und man wuͤrde eine Glei⸗ 
hung von x und y, mit zwey willkuͤhrlichen beſtaͤndigen 
Groͤßen a und b haben. 
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derfelbe feyn kann, auf welche Art er auch von der z 
ſpruͤnglichen Gleichung abgeleitet ſeyn mag. 

Daraus kann man ſchließen, daß eine Gleichung det 
zweyten Drdnung von zwey befondern Gleichungen der ew. 
ſten Ordnung, von welcher eine jede willführliche - beftändb‘ 
ge Größe mehr in fih halt, abgeleitet werden kann. 
Man wird auf.eben die Art beweifen, daß eine Gleichung 
von der dritten Ordnung von drey verſchiednen Gleichun 
gen der zweyten Ordnung, deren jede eine will 
kuͤhrliche beſtaͤndige Größe enthält, abgeleitet werden kann; 





















Man ſiehet zw gleichen Zeit, daß wenn man firf 
eine gegebene Gleichung von ber zweyten Ordnung 
iwey von der erſten Ordnung findet, deren eine jede 
dieſer Gleichung ‚genäge feiftet, und wovon eine jede ef 
ne willkuͤhrliche beftändige Größe a oder b enthält, man 
unmittelbar die urfprüngliche Gleichung. abfeiten koͤnnter 
denn es würde hinreichend ſeyn, die Größe y’ aus diefen 


88 ift eben fo mit den Gleichungen der dritten 
nung; denn, findet man drey Gleichungen der zweyten 
Ordnung, deren eine jede ein und derſelben Gleichunt 
der dritten Ordnung genüge leiſtet, und welche zu gleiche 
Zeit die willkuͤhrliche beftändigen Größen :a, b, c, ha 
fo hat man, wenn man y’ und 7“ eliminirt, eine Glei 
chung von x, y und a, b, c; welche‘ folglich die urfprüngiek- 
che Gleihung der gegebenen Gleichuns ſeyn wi und 
es weite, 
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Aber wenn man flatt einer Gleichung der zweyten 
Ordnung zwey der erfien Ordnung findet, die gnäge feiften, 
ind von welchen eine einzige, eine willkuͤhrliche beſtän⸗ 
ige Größe enthälty indem man nun y‘ eliminirt, fo hat 
nan eine Gleichung von x und y, welche nur eine. will 
uͤhrliche beftändige Größe enthält, und welche nicht die 
tfprüngliche vollfommne Sleichung der vorgegebenen von 
es zmepten Drdnung if. Dieſe Gleihung mird aber 
benfali® den beyden der erften Ordnung genäge 
hun, mweilfie der Gleichung der zweyten Drdnung genüge 
eiftet, welche ebenfalls von diefer hier abgeleitet'ift; folglich 
kann fie alg Die urfprängliche vollfommne Gleichung der 
Bleihung der erften Ordnung, welche feine willführfiche 
jeftändige Größe enthält, angefehen werden. Ich folges 
se daraus, daß im Fall eine Sleihung von der erften Ord⸗ 
aung von x y und y4 vorgegeben ift, wenn man auf its 
gend eine Urt eine Bleihung Ber zweyten Ordnung. 
davon ableitet, es fen indem man eine befländige Größe 
efiminirt oder wicht, und daß man heenach eine andre 
urfprünglihe Gleihung von der erſten Ordnung mik 
einer. willkuͤhrlichen beftändigen Größe a findet, man 
duch die Climinicung: von y’ zwiſchen diefen hier und . 
den vorgegebenen, eine Gleichung zwifchen x und y has 
ben wird, welche die willführliche befrändige Größe a enthält, 
und welde folglich die urfprängliche volllommne Gfeis 
Hung der vorgegebenen ſeyn wird. 


Man wird auf eben die Art beweifen, daß wenn 
man yon der. vorgegebenen der erſten Ordnung eine Gleis 
hung der dritten Ordnung ableiter und man hiernach 
für dieſe hier eine urſpruͤngliche Gleichung der zweyten 

Ord⸗ 


enthalten wird, und welche folglich die urfprängfiche voll 
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Ordnung mit einer willkuͤhrlichen beftändigen. Größe faͤn⸗ 
de, in welcher Die vorgegebene nicht enthalten fey, fo 
‚braucht man nur die y“ und y’ vermittelft Der vorgeges 
benen zu eliminiren, und man wird eine Gleichung in x 
und y haben, welche eine willkuͤhrlich beftändige Größe 


kommne Gleichung der vorgegebenen feyn wird, u. fi w.- 
Man Fann diefelben Schlüße auf Gleichungen von höhe 
ver Ordnung ,' ald die erfte, anmwenden, und ähnliche. 
Sclußfolgen daraus ziehen. 
62. 

Wenn alfo eine Gleichung der erften Ordnung von z 

y und y‘ gegeben ift, fo Fann man .fie durch beliebige 

| Operationen zu der Form fix,y)’ = o jurüdbringen, wo 
fi y) die erfte Zunftion einer Funktion von x,y bezeide 3 
net, welche durch Ax,yJangedeutet wird, Man wird auf 


der Stelle die urfprüngliche Funktion f(x,y) = a haben, ® 
in ˖welcher a die willführliche beftändige Größe ſeyn wird. 





3. B. Die Gleichung y! =.o giebt auf der Stelle ya; 
die Gleichung | 

xy ayso 
- duch x* dioidirt, wird 


RO 
Ich berſtehe unter die erſte Funktion der Groͤße 


Z iwiſchen den beyden Hakens, woraus man ma, ers | 


—9 oder dividirt man dieſelhe Gleichung mit xy, fo - — 
wird ſie | 
y 


De 7 .. 
[2 y 
N - 
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yıı 

| y — 7 = O0 
in welcher die veränderlichen Größen x,y nicht mehr ge 
miſcht find, Mimmt man alfo die erite Zunftion eines jeden 
. Bliedes, fo Hat man | 
| ly — Ilx la. 
Der Buchſtabe 1 zeigt die hyperboliſchen kogarſthmen an. 
Aus jenem erhält man, wie oben: 


Isa 
x 


Ueberhaupt, wenn man die Gleihung zu der Korm 
&x+yFy=o 

zuruͤckbringen kann, wo die veränderlichen getrennt find, 

fo braucht man nur die urſpruͤnglichen Zunftionen von A 

und y’Ey zu nehmen, und die Summe einer beftändigen 

Größe a gleich zu machen; und daſſelbe wird ftatt haben, 

wenn man die vorgegebene Gleichung zu diefer Form 


y= /(2) zuruͤckbringen kann. 


Y_. 
Ich mache - = u; 


alfo 
yzx, yo xu’ + 05 
und die Gleichung wird Durch diefe Subftitution 
xu u F.u, 
welche man unter folgende Form 


bringen kann, die in der vorhergehenden enthalten iſt. 
Hätte man die Gleichung y= xf.y‘, fo würde ich, 
ſtatt fie auf die vorhergehende Korm zubringen, lieber ihre 
erſten Zunftionen nehmen... Da raus folgt die Gleichung 
| DE weis 


2 


“A 
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y=h'fy + 
toelche zu der Form | . 
1 y’f' y! ' 
x. ‚fi y' Ä 
gebracht werden Fann, und die, wenn man y’ == u mädet 
zum vorhergehenden Fall gehört. Da wir auf die Arteine 


urſpruͤngliche Gleichung zwiſchen x und u mit einer wills 


£ührlichen beftändigen Größe, das heißt, zwifchen x und y’ 
gefunden haben, fo wollen wir y’ vermittelt der vorgeges 


henen Bleihung mwegbringen, und wir werden eine Glei⸗ 


hnng zwiſchen x und y mit der willkuͤhrlichen beftändigen 
Größe haben, welche mithin die urfprünglice vollkommne 
Gleichung der vorgegebenen ſeyn wird. Dieſe letzte Metho⸗ 
de iſt, wie man ſieht, eine Anwendung der Theorie der 
vorhergehenden Kummer, 


| 63. ° - 
Auf diefe Art bringt man, wie man fieht, die Unter⸗ ' 


ſuchung dee urfpränglichen Funftioneh ziweher! veraͤnderli⸗ 


| 
| 
—/ chen Größen auf die uefpeänglichen Funftionen einer eins 
zigen veränderlichen Größe suche da man aber gewoͤhn⸗ 
lich nur zum Zivede kömmt, wenn man für x und y andıe _ 
deränderliche Größen t,u gebraucht, das heißt, wenn man 
ſtatt x und’ y gegebene Sunftiönen von t und u fubftltufrt, 
fo muß man in Hinficht dieſer Subftitutionen bemerken, Ä 
daß, wenn u eine Zunftion von t wird, x und y ebenfalls | 
als Zunftionen von t angefehen: werden muͤſſen. Alſo 
nimmt many=fz an, fo hat man (x und yjind jegt als 
Funktionen von t angeſehen), | 
y'z=xf'x (ho. 31)) 

ſieht man y aber nur als eine Funktion von x an, ſo hat 
many’ == f'x, wie wir es bis jegt gemacht haben, Um al⸗ 

\ Ä fo 

| | 
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fo von dieſer Hppothefe zu der, too x und y Funftionen 
von t In, überjugehen, muß man an die Stelle von y 


die Größe 2 er T Segen. 


Alfo, par ‚man. die Gleichung 
y’ * F(x, ). 

Man macht den Unfang ſie umzuformen in 
| * == F(x,y); oder y' F). 
nachher fubftituirt man für x,y, x/,y/, ihre Werthe int x 
und u‘, mo u‘ die erſte Funktion von u feyn wird, ‚welche 
1, als eine Funktion von t angefehen if. Eben jo, weil y’ 
die erfie Funktion von y’ und als Funktion von x angefchen 
it, fo muß man für y’ die Größe 


Pa (2), 
x’ , 
f + U 3 . 
x’ 


das heißt, 





ſubſtituiten; u. ſ. m 

Wenn man alſo in einer Gleichung, ſtatt daß m inan y 
als eine Sunftion von x anfieht, wiederum .x ale eine 
Zunftion von y' anfehen wollte, fo würde dann die erfte 
Sunfton von y die Anheit werden, und man brauchte 


bloß fuͤr ee für y’ zu fubfituiren; u. ſ. w. 
Man fehe unten no, 200% 


[4 
⸗ 







6. | 
X 
Was die Urt anbelangt, die urſpruͤnglichen Funktionen 
von den Funktionen einer, "einzigen, beränderlichen Größe zu 
finden, 





—* 
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finden, wie von Fx oder y‘Fy, fo weiß man, daß, wenn Fx '. 


| eine rationale Funftion von x ift, ‚man He immer in bei 

e Glieder von ber orm xm oder — — 
ſchiedn G $ x ar bom 
fen kann. m ift hier. eine ganze poſi tive Zahl, und-a + bx 
ein’ Faktor des Nenner der Zunftion, wenn er enen hat, 


Alfo die urfprünglihe Sunftion von Fx wird von eben fo E 


viel Gliedern der Form 


+L b I- | Yra b 
Tun ar — oder Ic und — nr 2 
mi ©, bi — m) 


wenn m = 1, zufammengefegt ſeyn; und es Died eben fo 


wit der urfpränglichen Funktion von y‘Fy (no. 32) ſeyn. 


Wenn Fx irrationgle Größen enthält, fo wird man fi * 
durch Eubftitutionen verſchwinden laſſen, welches aliger ' 


mein durch die bekannten Methoden nur de Wurzelgrö: 
ben folgender Form 
Va ⸗4 bx 4 cx?) 

moͤglich ift. Wenn in Fx viel zuſammengeſetztere Wurzel, 
groͤßen find, oder wenn felbft mehr ald.eine Wutzelgröfe 
‚von diefer Form darinn fit, fo wird die Unterfuchung durch 
die befannten Methoden im allgemeinen unmöglih s und 
man kann fie nur vermittelt der Reihen erhalten, es fey 
. Daß man die Wurzelgrößen durch jhre Auflöfung in Reihen 


verſchwinden laͤßt, oder daß man die aligemeine Mechode 
fuͤr die Entwidelung einer jeden Funktion von x in Reihen, 


gebrauchte (no. 45% Deshalb ſetze man fx = fx; Das 
durch wird man haben: 
f'x=Ffn,flx = F’x, &e. 


Alſo wird der Werth der urfpränglichen Sunftion fx von, 


tx ‚auf folgende Urt vorgeſtelt werden: 


ef Han .r + = Fr 2 








„0. Il 


auflde | 





A“ 


Buamı Aha 


- Zn 
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e Geößen F., Fl., &e. find die Werthe von fx, Fr, 
x, &c. wenn x oft; man ſiehet, daß f eine uns 
ſtimmte beftändige Große ſeyn wird. 


65% Ä 
Wenn fhr eine vorgegebene Gleichung einer befiehis 
Mn Drdnung man eine Gleichung einee niedern Drbs 


ung findet, welche Feine willkuͤhrliche beffändige Größen. 


hält, oder weiche nicht ſoviel enthält, als fie enthalten 
Innte, dann kann dieſe Gleichung nieht als eine ur: 


zruͤngliche vollfommne Gleichung angefehen werden, fie 


Mrd nur ein befondrer Fall diefer Gleichung feyn, in 
nichen man den mwillführfichen beftändigen Größen befons 
wre Werthe gegeben hätte 


Es giebt aber einen fehr ausgedehnten Fall, in wel⸗ 















a e8 hinreichend ift, wenn man mehrere befondere 
erthe von y in x hat, um den vollfommnen Werth das 
n zu erhalten; es iR der, wo die Gleichung einer belie⸗ 
en Ordnung nur die y, y' y’; &e. unter der lineas 
Men Form enthält. 

Es ſey is der That die vorgegebene Gleichung 

Ay + By + Cy” + Dy" + &.=o Ä 

welcher A, B, C, &e, die gegebenen Kunftionen von x 
‚Hin find. Es feyen p, q, }, &c. verfchiedene Funktio⸗ 
In von x, welche jede insbefondere für y fubftituirt Dies 

Gleichung genäge leitet, ich fage, daß. man über: 
hpt haben wird: 

y=zap+trbgter+&c; 

b, c, &e. find willkuͤhrliche beftändige Größen; welches 
ſcheinlich if, denn da dieſer Ausdruc von y in der 


dieſen beftändigen Gröfen hier eingenüge feiften. Dar; 
6& aus 


lichen Gleichung fubftituirt ift, fo wird ee unabhängig. 


“ 


| genüge leiften wird, X ift auch eine beliebige Funk 


| von Analyſe ift, fo halte ich es für nöthig, ſolche bie A 
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aus folget, daß, wenn die Zahl der beſondern Werthe n 


‚9, 1, &e. gleich ik der Ordnung der vorgegebenen: Geh 


hung, das heißt, gleich dem Anzeiger der Höchften abge 
eiteten Sunftion y’’etc; fo wird man den vollkomm 
‚nen Ausdrud: von y Haben. Die Analyſe von no. 
fiefert ein Benfpiel von diefer Methode. Aber man dx 
noch mehr; man kann dann au den vollfommmen Wer 
von y finden, welcher der Gleihung | 
Ay +By + Cy“ pe X, 






von x. %- 
Da diefe Methode eine der nuͤtzlichſten in diefer | 


wenigen Worten abzuhandeln: ’ . 


66. . 


Wir wollen vorausfegen, daß die vorgegebene @% 
Kun von der dritten Drönung fey, man wird leichte 
hen, daß die Methode für jede beliebige Ordnung € — 
gemein iſt. Es ſey alſo die Gleichung 

Ay ++ tm, ig | 
und es feyen p, q, 1, drey verfdiedene und befondd. 


- MM 


Werthe von y in x, welche der Gleichung 


| Ar tBitrgttr"=o. 
genuͤge leiften; fo daß man hätte 
Ap-+Bp/-Cp’+p"=0o, Ag+Bgl+Cq+ dem 
und Ar + Br’ + Ce" + r’! 


- Bir wollen annehmen 


_ y=»2» +b+o . ° .. 

u. a,b,c, ale drey unbsfannte Kunftionen von x hetrach 

welche wir beſtimmen ſollen. Wenn man die erſten, 

ten und dritten Funktionen von y nimmt, fo hat man gi 
7 


7 
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y *ap⸗ ꝓ bꝙ ter + pa + gb’ + rc. 
"36 fege voraus 
pa gb’ + rc’ =6 | 
lo werde ih nur haben 

.ap 4 bꝗ Ho; 

woraus ich erhalte, wenn ich wieder die erſten Funktio⸗ 

n nehme, 
J yı = ap! + bg’ cr ap" 4 big” + cr, 
Ich feße jet diefe Werthe von y, y’, y’ und y“ in der 
dorgegebenen Gleichung. Es iſt ſichtbar, daß durch die 
Natur der Groͤßen p; q, x, die Glieder, welche a, b, c, 
enthalten, ſich zerfiören werden, und es wird nur die 
Gleichung | | 

alpt + b’gq” 4 er" un X 

bleiben , welche mit den beyden vorgegebenen Gleichungen 
verbunden 
- ap + bq r20, 

a/p’ + b’g‘ eco, 
die drey Groͤßen a, b‘, c’, zu beftimmen dienen werden, 
da die Größen p, q, r und ihre erften und zweyten Funk⸗ 
tionen, fo wie die Größen X, befannt find. 

Wir wollen alfe annehmen, daß man 

“pP, b=Q ee! =R 
gefunden Hätte, da dieſe; Groͤßen P, Q, R, befannte Funk⸗ 
tionen von x find; man darf fie alfo nur als erfte Funk⸗ 
ionen anfehen und die urfprängliden Aunftionen davon 
uchen, deren jede eine willführliche beftändige Größe 
enthalten wird, die ihr beygefügt werden Fanı. Man wird 
auf die Art die Werthe der undbefannten Größen a, b, c, 
ben, weiche nian nachher in den Ausdruck von y ſetzen 







& 2 . 6% 





—* v" MA 
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67. 


Iſt die Gleichung nur von der erfien Ordnung, || 
braucht man nur einen Werth p, und man kann ihn dan 
immer : finden; denn man hat alddann die Gleichung 

Ap - p o, | 
welcher diefer Wert p = e M genüget. M iR die u 
fprünglihe Funktion von A, fo daß M/ =.A, unde in 
mer die Zahl bezeichnet, von welcher der Kyberbolifd 
Logarithmus die Einheit ift; in der That, man teikl 
wenn man bie erften Funftionen nimmt, haben: | 
p' = — Me —M — Ap. 
Fuͤr die Steichungen einer höhern Drdnung als die ef 
giebt es Feine allgemeine Methode, um die Werthe vo 
pP q, &c. zu finden, es fey denn, daß die Koeffiziente 
A, B, C, &c. nicht beftändig find. Aber in dieſem Fal 
ift e8 leichter ſe zu finden; denn man braudt nı 
p = emx anzunehmen da m eine unbeftimmte beftändi 
Größe ift, und man hat - 
„ p! memx, / > m’emx, &c, 
Alſo die Gleichung 
Ap Bp + Cp + Dp‘ + Ae. =o 
toird | | 
A+Em+Ccm’+Dm + &.=o 
werden, welche um allgemein zu fprechen,.von einem rl 
fepn wird, der gleih der Ordnung der vorgegebend 
Gleichung if. Sie wird alfe fo viel Wurzeln haben «il 
88 Einheiten in diefem Grade giebt; und wenn man diel 
Wurzeln durch m, n, &c. bezeichnet, fo hat man 


— emx, g= enx, &c.; E 
"fo daß in dieſem Falle die Schwierigkeit auf die u 
‚ung des Gleichungen zuruͤckgebracht ıft. ! 
| | sa 
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68. 


Man kann oft durch Subſtitutionen Gleichungen li⸗ 


eair machen, die es nicht find, und da dieſe Umformung 


mmer vortheilhaft iſt, fo folgen hier zwey fehr ausge⸗ 
ehnte Faͤlle, mo fie glüdlih angewendet wird, Der 
efe ift. der von der Gleichung 
yaxfy' + Fy, 
velche allgemeiner ift als die, von welcher wir oben (no, 
je) handelten. Ich nehme chre erſten Funktionen, und 
ale: 
= — — * 4 y’'’Fy', 


m made y' =: und folglid y’ = z', und erhalte 


mx. fı + fs + 2Pz 
ine Gleichung von der erften Ordnung von x und , 


w z für eine Funktion von x gehalten wird. Jetzt be⸗ 


kachte ich x als eine Funktion von 23 man müßte * an 


ie Stelle von z’(no. 63) ſetzen; daraus entſtehet die 
jleichung: x 
ıfz + (Aa— z)A+ Fz=o, 
elche wie man fiehet von der erften Ordnung und li⸗ 
air inx iſt. Man koͤnnte alfo durch die vorherges 
nde Methode‘ davon die urfprünglicde Gleichung in x 
id z finden; aber die vorgegebene Gleichung wird duch 
e Subftitution von y’ ftatt 2; 
7 = xfz + Fa 
kiminirt man alfo.z aus diefen beyden Gleichungen, fo 
ird man eine Gleihung in x und y haben, melde die 
fprüngliche Gleihung von der vorgegebenen Bleihung 
yn wird. Der zweyte Fall it des von der Gleichung M- 
Y“+M'rNz0o 
00.03 und 


> 
2 


ef 


ni. 1/5’ 
la 
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Mund N find Sunftionen von x, Hier mache ich 


4 | much Yan 
„Tr PR], a zirgt 
“= M M’ Mi | 
sfubftituirt man diefe Werthe und multiple mit Me; ſo 
Em 3 die Gleihung /” Ä 3 


2 


m’ 


m. M‘z’ 
on + MN, 








welche, mie man fiehet, von der zweyten Drdnung ober i 
Berichung auf z Iinenicif if, Aa Al 70977 
\ Wir mollen annehmen, daß man auf irgend ein: 
Art zwen befondere Werthe von y in x gefunden hätte, 
das heißt, ohne eine willkuͤhrliche beſtaͤndige Größe, weiße 
wir duch p und q bejeihnen wollen. hr den Wert 
Pt wird man haben: | 


Mn F 
9 | Me m Ä | 
* woraus mar z = * erhoͤlt, durch P wird die ur 


fprüngliche Zunftion von pMbezeichnet; man wich eben] 
fo für den Werth q haben: 2 = = eQ, wo Qdie urſpruͤng⸗ 
liche Funktion von qu iſt. Hat man alfo zwey beſon⸗ 
dere Werthe von z, fo wird man den vollkommnen Werth 
haben (no, 65) | 
z = ae + bel, 
aund b find zwey willführliche beftändige Größen; alfo, 
weil... ' 
| 7* 7 und p PM, = gi, — 
fo wird man difſen ‚vollfommnen Be von y geben, 
MN un em + db ed) ra, pet) | 


‘ 
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| apeP + bar? ar A 
ya. 5 
a te "Ge 


7 
das heißt, wenn man F = c machet, fi at 











wc die willk ͤhrliche beſtaͤndige Größe iſt. 3, B. wenn 
N=— mM, wom erne de elrandige Groͤfe ft, fo ift leicht 
ſehen, daß man der vorgegebenen Sleichung von y 
-gendge feiften wird, wenn man y= Vm madet.” Man vn 
hat alfo wegen der Zweydeutigkeit der Wurjelgröße [ 
p= vmg m — Vm. 
Kennt man alfo' L die urfpränglige Sunftion von M, fe 
bat man: 
⸗ PpP LVm q — LV, 
und der vollkommne Werth von y wird ſeyn: 
(1 _ ce 2LVYmym | 
1% ceiLVYm 
}uscom fann die vorgegebene Gleichung in diefem Pr 
unter folgende Zorm dargeftellt werden: J My > 32 


Zo+M=o, 


wo die _peränderfigen: Größen x und y getrennt find, - 
und von welder man die urfprünglichen Bunftionen, wie - 
wir oben. (no. 62. 64) gezeigt haben, finden kann. 


69. - 


Wenn die vorgegebene. Gleichung nicht lineariſch in 

y. y“, y“, 8x. ift, oder wenn fie nicht unter der vorherges 
henden Form begriffen iſt; fo fenne ich Beine allgemeine 
0 | 4 Metho: 


"Reihen dahin. gelangen. Wir wollen in der That vorauk 
‚ füben, daß für eine: Gleichung der erften Ordnung vor 
u ð*. y und y', der. vollkommne Werth von y fen fCx,a‘, m. 


vwuůd bie Funktien 


304 + Dsftellung ber Theorie, mie lihren 
Methode um die gefundenen befondern Werthe, vollken 


‚nen befondern Werth h giebt, fo wird die Größe ftxa); 


wickeln. "Das erfte Glied wird ſeyn: fish) = p.und 













men zu machen; ntan kann aber immer Durch Hülfe der 


a die wilfführfiche beffändige Größe if. Wenn man a.ck 


ein befondrer Werth von y, mwelhen mir p nenne 
und melchen wit auf irgend eine Art als befannt 
nehmen wollen: Wir wollen jetzt a=h + i ma, 


in einer fleigenden Reihe nach den Potenzen von ent 


die andere Glieder werden von der Zorm 
gi + ri? + &c. . 

ſeyn. g. r, &c. ſind Funktionen von x, p 
Wenn man dieſen Ausdruck von y in der gegebenen 
Gleichung der erſten Drdnung fubftituirt, fo muß fie fi, ; 
unabhängig von der beftändigen Größe i, welche will 


lich Hleiben ſoll, beſtattigen. F 


Es ſey alſo = F(x, M die Gleichung von der 
erſten Drdnung, welcher der beſondere Werth y — pr ges: 
nüge feiftet, mar wird, diefer Bedingung zufolge, haben 
2 == F(x, p). Wir wollen für y die Reihe . 

| ptigtir+ &o Kii 


J ſubſtituiten und * Funktion F(x.y) in einer Reihe nad, 


ie 


den Potenzen von i entwideln, wehn man. bloß dur 
F‘(y), F“@y), &c. die erften, zweyten &c. Funktionen 
von F(x, y) in Beziehung auf y allein genommen, bezeich⸗ 
net, und man der Kuͤrze wege 
o=igtirt &e. . 
machet, 


vornehmften Anwendungen in der Analyſis. 108. 


nachet, ſo hat man, durch die Theorie über die Entwi⸗ 
kelung, melbe, oben auseinander vet iR: 


F y), — * (xp). + oF “PD + = Fi) + &c. ‘© 


Kaf einer andern Seite hat man, wenn. man. die ren 
funktionen nimmt, M. 4) = | 
rar + gi + ri’ +'&o, R of 
Benn man nun "iefe Werthe in der Sleichung von der F 
tften Ordnung) ſubſtituirt, und die Stieder nad den Ne —* 
Bier bon i ordnet, fo hat man wegen 

p' = F (x, p 
ig’ + i’r‘ + &e, 


igPp) + #°CrF’p) + ı F KB) &o5 


voraug man durch die Vergleichung der mit einerley Pos 
enzen von i behafteren Blieder rigenbe Bleichungen eis 
pt: j 


a = 9 F(P. = rF(p) + L F’p), &e, R 


velche alle unbefannte Größen q, r, &c. nach einander, zu 
kimmen dienen werden. Da die Größen F/(p), Fitp) &x: 
bon x gegebene Sunftionen find, fo if esfichthar, daß nian 
für dieſe unbekannten Größen nur lineariſche Gleichungen 
von der erſten Ordnung haben wird, bey welcher die Me⸗ 
thede von no, 67. angewendet werden kann; es wird felbft 
nit einmal nöthig ſeyn, die vollfommnen Werthe von 
1, &c. zu haben, es ift Hinreichend, beliebige Werthe 
haben, weiche diefen höheren Gleichungen genüge thun. 


Haben wir auf diefe Art die Werthe der Größen 
on q, 15 s, &c. beftimmt, fo hat man folgenden voll: 
mmnen Werth von y, Ä 

5 - . in: 


I} 
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yzr iq +rirp ke 
in welcher ; i die. willkuͤhrliche beftändige Größe fenn wi 


die dem befondern Werth y = p fehlte, Diefer We 


wird wirklich durch eine Reihe ausgedrückt feyn, aber 
Eenpergen; dieſer Meihe wird nur von dem Werthe 
beftändigen Größe i abhängen. Ä 

Diefe Merhode ik mit der gehörigen Yusdehn: 
auch. anwendbar auf Gleichungen von höherer Drdni 
als der erſten; aber die Gleichungen, welche man für 
Beſtimmung der unbekannten Funktionen Tinden w 
werden von der nemliden Ordnung feyn, und folg 


wird man im allgemeinen die Werthe diefer Aunftio 


nur in dem Zalle finden Fönnen, wo die Eoeffizienten 
Rändig ſeyn werden. 
- Mebrigeng,, ift diefe Methode der’ Geund der vor) 


| lichen Probleme won der Theorie der Planeten. Da 


Epcentricitäten und die Inclinationen, welche man 
willtährliche beftäntige Größen anfehen foll, fehr kl 
find, und die Witfung dee Attractionen ebenfalls fi 
fein iR, fo giebt uns der Kreis fogleih befondere W 


‚she, und man ergänzt. nachher diefe Werthe dur I 


ben, weiche nach den: Potenzen dieſer fehr Eleinen. beft 
digen Groͤßen fortgehen. Mon ſehe vorzüglich t 


Theorie des Mondes non Euler nad. . 


0. 


Wir haben vorausgefepet, daß die Funktion F(x, 
dufch die Subſtitution von 
ptraitr’ + &e. 
ſtatt y, ſich immer in einer fteigenden Reihe nach 1 
ganzen Potenzen von i entwideln laͤßt. Ba aber d 
| E Ä Re 
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us der Entwickelung einer Funktion von y + o hervor⸗ 
het, wenn man y einen befondern Werth p giebt, fo 
Iget aug der Theorie, welche wir oben (no. 40) geges 
n haben, daß diefe Entwickelung bruch⸗ oder negative 
otenzen von o enthalten fünnte, im welchem Balle die 
fagte Reihe nothwendig ähnliche Potenzen don j ents 
elte. Dann würde die Reihe, welche den Werth von y_ 
ertellen fol, nicht mehr diefelbe Form haben, Da aber 
= f(x, un man 

=h+iun p=f(x,y) 

nimmt, fo * das erſte Glied immer p ſeyn, und das 
veyte Glied koͤnnte noch von der Form gi angenommen 
erden; denn wenn es von der Form gin wäre, mon ein 


. 2. 
liebiger Erponent ift, ‘fo brauchte man nur i® an: bie 


stelle von i zu feßen, und anzunehmen, daß a zu h + Fr 


‚ürde, welches gleichgültig if, weil man i als eine bes 
ändige Größe anfieht; se folgende Glieder koͤnnen 
on der Fotm e 
| rim 4 sin + &e. 

mn, wo m duch Hnpothefe > 1, n > m, &c. fepn 
re, Setzet man alfo in F(Z,y) für y, die Reihe 

. pPrdit+rma+i hie 0. 
nd entwickelt man nad den fleigenden Potenzen von 1, 
o wird man eine Reihe von diefer Form haben: 


Fxp) HPA + Q’ + &c. 


iſt von der der Einheit verfhieden, x < m, &c. und 


‚Q find gegebene Kunftionen von x. Alſo die Slei⸗ 
ung y’ = f(s, y) wird: duch diefe Suokitutionen 
erden: 


ie’ + 
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ig Fir ind ce Pi + Qi + Ke, 
welche ſich unabhängig von den Werth i erweifen fole: 
-Alfo, wenn # > T, fo fann man 
a =0,m=uund tt =Pnadfer nm», 0 &e. 
machen. Man hat alſo ſogleich qg = einer beſtaͤndigen 
Größe, oder einfacher q = 135 nachher, da P nur benq 
and x abhängt, wird man den Werth "von z finden, wenn 
man die urfprüngliche Funktion von P nimmt: u. f. w. 


| Tr. | 
. Aber, wenn » < 1, alsdann wird es unmöglich ſeyn 
Ber Sleichung genüge zu leiften, fo daß i eine willkuͤhr⸗ 
liche beſtaͤndige Größe bleibt; und. man mäÄfte daraus 
ſcließen, daß, da auf diefe Art der befondere Werth p 
‚Richt ergänzt werden fann, Per auch nicht in dem. allge - 
— meinen Ausdruck flx,a), welcher den vollfommnen Werth 
von 7 vorſtellt, enthalten ſeyn kann. 
Jetzt {ft es ſichtbar, d was auch das erſte Glied | 
Pi® der Entwicelung| von xy) ducch*die Subſtitution 
vonp + gi + rim + K&c, an der Stelle von y feyn 
mag, e8 nur aus den Bliedern p+ qi fommen Fann; | 
w daher e8 eben fo viel if, ald wenn man nur p + gi an 
“ die Stelle von y fegte. Alſo auch die Entwicelung von 
uf F(x,y). durch die Subftitution do von p + o ftatt x, wird 
* fepn:: Asp) + Aut ts Huf sta α * 
Po 
F %P) +: — + &. 
! , g* 
Da nun die Reihe, weiche aus dieſer Entwickelung hervor⸗ 
gehet, ein mit aM behaftetes Glied enthaͤlt, wo « >o 
und < r.ift, fo folget aus der in no. 41. gegebenen 
Theorie, daß die erfte Sunftion F'(y) unendlich werden 
muß, 


- un LI.uma — 


hr 
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muß, wenn y == p. | Daraus zieht man diefe Coneluſion, 
daß der befondere Werth p nicht in den vollfonmnen 
Ausdruck von y enthalten ſeyn kann, wenn diefer Werth 
die Funktion F’Cy) unendlih, das heißt die Zunftion 


4 Fi zu Null macht. Umgekehrt wird die Gieichung 


FR so alle Werthe von y geben, welche, da fie der 
Gleichung | 
y'= F(xy) 

genüge leiften Fönnen, als befondre Werthe nicht in dem voll⸗ 
fommnenberthe mit begriffen find. Man fönnte diefe Wers 
‚te befondere Werche (valeurs[ingulieres) nennen, um 
fie von den andern zu unterfcheiden; und überhaupt, wird 
man urfprängliche befondere Öleichung, eine jede 
Sleichung von x und y nennen fünnen, welche einer 
Gleichung von der erfien Drönung oder. von einer Höher 
Ordnung genüge leiftet, und die nicht in der urfprünglis 
hen. vollfonmnen Gleichung enthalten if, das heißt 
E nicht ein befondrer Fall diefer Gleichung ift. 


72. | 
. Wir Haben fo, eben gefehen, daß es eine Gattung 
Gleichungen giebt, welche Gleichungen einer hoͤhern Ord⸗ 
nung genäge leiften Fönnen, und melde nicht den Glei⸗ 
chungen, von welchen diefe hier abgeleitet werden Fünnen, 
genüge thun, weil fie nicht in den vollfommnen Gleichun⸗ 
gen einer niedern Drdnung als-diefe, mit begriffen find. 
Diefe Gleichungen machen feine Ausnahme, in der Theo: 
sie, welche oben (no. 59.) auseinander gefegt if. Aber 
fie folgen aus einer befondern Betrachtung, in der Art, 
wie die Gleichungen einer Höheren Ordnung durch die Elis 
minis 


x . 
[1 ‘ 1 
r ‘ t 
I . ‘ . 4 
⸗ 
5* 
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minirung der beftändigen Größen abgeleitet. find. In der 
That, man hat gejehen, daß. die zwey Gleichungen 4 
| F(xy)=o und F(xy) =o, 

duch die Eliminirung einer beftändigen Größe a eine abs 
geleitete Gleichung von der erften Drdnung zwifchen x, y 
und y‘ geben, von welcher Fix,y) = 0 die urfbeünglice 
Gleichung feyn wird. 


| BE 
Gs ift aber augenfcheinlih, dab das Rejultat dieſer 
Eliminirung daſſelbe ſeyn würde, wenn die Groͤße a, ſtatt 
daß ſolche beſtaͤndig iſt, eine beliebige Funktion bon x: 
waͤre; aber in dieſem Falle wuͤrde die erſte Funktion von 
F(, y) nicht mehr bloß F(x, y)' feon, fie wuͤrde einen. 
Theil, welcher von der Veränderung a herfommt, mehr 
enthalten; und bezeichnet man durch F’(a) die erfte Funk⸗ 
tion von F(x, y) in Beziehung auf die veränderlichen 
Größe a genommen, fo hat man a’ (a) für den Theil, 
von dem die Rede iſt, indem a’ die erſte Sunftion von a # 
ift, die als eine Funktion von x angefehen wird. (no. 39.1 
Alſo, in dem Fall, wo a eine Funktion von x waͤre, wuͤr⸗ 
de die erſte Funktion von F(x, y) = o fen: 
Fey) + Fa) 0; 
‚damit fie nun F(x, ) = 0 wuͤrde, wie in dem. 
Falle, wo a beftändig ift, fo müßte man F(a) = 6 has 
ben, eine Gleihung, welche den Werth von a zu beftims 
men dienen wird ; und welche wie man fiehet, nichts ans 
ders ift, als die erfte Gleihung der urfprünglichen Gleis 
hung in Beziehung auf a genommen. Daraus folget, 
dag, wenn man. diefen Werth von a in die urfprängfis. 
che Gleichung Fln,y) = o feet, man eine Gleichung 
von x und y haben wird, weiche ebenfalld der Gleichung - 
dee erſten Ordnung genüge leiften wird, und welche nicht 
in 
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in der urſpruͤnglichen GSleichung, wo a die willkuͤhrliche 
beftändige Groͤße if, mit begriffen iſt. 
Man wird diefelbe Theorie auf die Gleichungen hös 


derer Didnung anwenden können, und Ähnliche Schluß⸗ 


folgen daraus ziehen. 


73- 

Um nun. gu fehen ob die Gleichung, welche aus diefer 
Betrachtung hervoͤrgehet, daſſelbe ift als die urfprängliche 
Sefondere Gleichung, die aus der Analyfe von to. 71 abe 
‚geleitet iſt; fo wollen wir wie oben (ho. 69) borausfegen, 
Laß Die Gleichungder erftien Drdnung zu der Korm 
y,= F(a,y), zuruͤckgefuͤhret, und daß ihre urſpruͤngliche 
vollfomnıne Gleichung y=fixa) fey. a ift nemlich die bes 
Köndige willkuͤhrliche Größe. Hieraus die urſpruͤngliche 

Gleichung, in welcher a veränderlich ift, abzuleiten, wird 
man die erfie Gleichung in Beziehung auf a allein neh⸗ 
‚men. Bezeichnet man durch H(x,a) die erfte Funktion von 
- fix,w) in ı Beziehung auf a genommen, fo hat man 

e(x,a) = 0; 

woraus man a ziehen wird, welches man in f(x,a) fubftis 
wirt. Man erhält alsdann einen befondern Werth von y, 
welcher auch der vorgegebenen Gleichung der erften Ord⸗ 


nung genäge leiften wird. Mir werden diefen beſondern 


Verth p nennen, wie in der citivten Nummer. 

Jetzt, da der vollfommne Werth f(x,a) von y der 
Gleichung y! == F(x,y) genüge thun foll, was auch die 
befländige Größe a ſey, fo folget, dag, wenn man diefe 
Subfitution machet, die Daraus entftandene Gleichung 

f(x) = Flx,f(x,2)] 
Batt Haben muß , was auch der Werth von a fey. Folglich 
el ihre esfe Gleichung in Beziehung auf a "genommen, 


die 


⸗ 
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allein. als veränderlich angefehen ift, ebenfallä-Ratt finder 
muß, was auch der Werth von a feyn Mag. (no. 33). Di 
f(x,a) in Beziehung auf x genommen.iß, fo wird die erſe 
Funktion von diefer. hier in Beziehung auf a genommek, 
die zweyte Kunftion von Mx, a) fepn, die anfangs in 6 
siehung auf x und inachher in Beziehung auf a genomm 

wird, melde daſſelbe iſt (wie wir e8 weiter unten (no. 86, 

zeigen werden) als die zweyte Sunftion von f(x,a), anfan 

in Beziehung aufa, und nachher in Beziehung auf z.gw 

nommen. Da mir alfo durch 6(x,a) die erſte Zunftion von 

F, a) für die erfte Funktion von f’C(x,a) haben, in Hinfi % 
aufa genommen, fo wird man 06, a) haben, Die ebenfall⸗ 

in Hinſicht auf a genommen iſt. Die Striche, welche bey deu 

Buchſtaben fund E angebracht find, beziehen ſich nur. auf 

„die veränderliche Größe x. In Betreff der Funktion \ 
F(x,f(x,2)), i 

da fie durch die Subſtitution von f(x,a) an der Stelle 

"yin Fex,y) entflehet, fo wird ihre erfle Funktion in Vezig‘ 


f 
4 
* 


hung auf a, durch FJ 
| F(y)x. aaa), (no. 31) . 
ausgedrudt werden, weil wit fehon durch F’y) die e 1 


Funftion von F(x,y) in Beziehung auf y, bezeichnet has“ 
ben, und durch HLx,a) die erfle Funktion von f(x,a) oder 
y, in Beziehung auf a, Alſo wird die erfte Sleichuns von 


der Gleichung 
fa) = FC(, y)s 
in Beziehung auf a genommen —. 
| aa) Fr ze) 


ſeyn; wworaus man; erhält 
= | 
Ey)= x,a) 
Wir haben - fo eben eier 4 ‘um 'den Befonderk 
Werth p zu ıbaben, man in fa) dem Merth von .a, 
welcher 
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Arihes ans ber Gleichung N 

— $(x,a) = 0 M 

gezogen wird, ſubſtituiren. Wie wollen durch dieſen 
Werth von a bezeichnen, welches eine Funktion von. x 
ſeyn wird, und man erhoaͤlt: 

2 Y(xa) = V(X — a)m. 

ı if hier > d, und V iſt eine Funktion von x, welches für 
a X weder Null noch unendlich wird. Daraus wird 
‚man erhalten: 


Wa) = (Kam mVXICK = - ajm-z, 












an hat alfo: 
X 
h) Bun V⸗ 4 —— 

Nie y wird p, wenn a cm X; alſo wird P'y) unendlich, 
wenn y = p, ie in dem Falle bon 'no. 71. Mithin 
führen die zwey Methoden von no. 71. und 72. ju denfels 
‚den Refultaten, und geben diefelben befondern Werthe; 
ober die zweyte hat den Vorzug mehr direct zu feyn, und 
giebt die wahre. Metaphyſik, diefer Gattung von Para⸗ 


14. 
Bir tollen, um ein Beifpiel zu geben, annehmen, dag 
die urfprüngliche Gleichung fey: 
x — 2a — Pb’. | 
Wenn man die erften Funktionen nimmt, fo hat man 
bie erſte Gleichung x — ay’ = 0, 
Miminirt man vermittelft der urfprünglihen Gleichung, 
» hat man die Gleichung der erften Ordnung: 
z-[-y+Y@+y'- bl‘ = 0, 
9 son 


\ \ 
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von welcher ‚jene die urſpruͤngliche Gleichung feyn ı 
a ift die willkuͤhrliche beſtaͤndige Größe. 

Wenn man jebt die erſte Funktion der neml 
Gleichung 
| Moe — 20 
in Beziehung auf die Groͤße a, welche als eine Kun 


von x angeſehen iſt, nimmt, ſo hat man 


— 260y P a a m o, 
welches 
yyYız2,ı=—y 
giebt; und ſehet man dieſen Werth in Sefagte Bei 
fo hat man: 

BE En — be 60. | 
Diefe Gleichung wird folglih auch derſelben Gleid 
der erſten Ordnung genuͤge thun; welches leicht zu a 
- fen iſt; denn fie giebt: 
y” = b? — x? und yy’ mu x, 

Werthe, welche, ,. wenn fe in der Größe 

+ -yv@+y7-b) 
-fubftitwiet ‚werden, fit identifch zu Null machen. 
wird alfo die utfprängliche befondere Gleichung feyn. 

Ä In der That, zufolge der Theorie von no, 77T, | 
man in dem gegenwärtigen Falle, habın 
x, 
Fa 
und | 
pavib — x): 

niſo, wenn man die erſten Funktionen in Veziehung 
y allein nimmt, fo findet man 


F (y) = — 


J 


—— +’ 575 Fr _ 


oo eine Größe, melde, wie man ficht, durch die Annahme 


I 
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. yap=y(’- a) 
endlich wird. “ \ 

Mie wollen feht vornusſetzen, daß man die Gleichung 
a der erften Ordnung y’ == Fy hätte, und daß die 
anktion Fr von y fo beichaffen fen, daß fie Null wird, 
enn y einer gegebenen beftändigen Groͤße b gleich ift; dann 
ſichtbar, daß dieſer Werth von y der- Gleichung genuͤ⸗ 
: feiften wird; denn ya b giebt auch y„=o. Man 
het; 0b dieſer Werth von y kin particulaer 
jerth ift, welcher in dem vollſtaͤndigen Werth begriffen 
', oder ob es nur ein befondrer (valeur finguliere ) 
jerth iſt. Man wird die eifte Funktion von Fy nehmen; 
kb wenn Py für y = b unendlid wird, fo wird der 
perth b nur ein beſondrer Werth fepn, widrigenfalls 
ird fie ein partieulairer Werth ſeyn. 

e⸗ ſey 

Kcy — be, 
>o und K eine beftändige Größe, fü wird man 






Py K/( — bet, 
eGroße wird unendlich, wenn m < 15 alſo wird 
Werth y — b ein befondrer Werth ſeyn, wenn m>o 
m>ı, and ein einfacher partieulairer Werth, wenn 
‚oder > 1. In der That, die Gleichung 
y! = Kiy — b;n 
(y — bi dieidirt, und unter die Form 
G-buy-Kso, 

„ bat zur ürfpränglichen Gleichung 

| yobtm 


— Kx 2 a. 


Ha iſt 


8 


= 
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a iſt nemlich die witl ͤbrliche belandige Groͤße; de 


erhaͤlt man: 
x 


y=b+[lm—nD(a + Kı)jım, 
Alſo, umy = b zu haben, muß die Größe 
| | en 
ı  (Ga+ Kr)im \ 
Null werden Wenn aber m >Somd<ı iſ ‚fo 


ber Erponent en pofitiv ſeyn. Mithin ift es ur 
fih a einen Werth zu geben, der die in Rede fie 
Größe verfchwinden ließe. Aber, wenn m 1, 
wird, wenn der Erbonent * negativ iſt, die E 
\ tr, 

(a + Kx)z-m 
Aufl werden, ivenn a unendlich feyn wird; denn 


mana — —, fo wird biefe Größe: 
i 


hehe! 
en-I 
— % J 





„I. 
| G+ Kox)m- | 
J werden, welche Null wird, wenn e = 6. Daſſell 
det fiatt, wenn m = 1; alsdann enthält die urfp: 
che Gleichung Logarithmen oder Erponentialgrößen; 
man hat 





== K(y — b), 
und dibidirt man mit I. bb, oh 
.y _ 
— — K=o 


| von welche? die urſpkuͤngliche Gleichung iſt 
| \ IG=-bb—kKı—l, 


2 N. | J v 
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rrauf man erhält: 
ym=b-+ ac, 

\ iR die Zahl, von welcher der hyperboliſche Logarithmus 
ie Einheit iſt, und a die willkuͤhrliche beſtaͤndige Größe. 
bier ift es augenfcbeinfih, daß wenn man a gleich Null 
macht, many b haben wird, Wir wollen noch ans 
en, daR 




















 BoVv1V. 
iſt eine Funktion von y, welche Null wird, wenn y=b. 


an wird haben: 
yt 


bg — . 
fy= — * 
Ko, weil Y Null wird, wenn y = b, im Fall Y’ nit 
eben der Zeit Nul wird, fo wird Fy alsdann unends 
h werden, und der Werth y — b wird nur ein hefons 
e Werth feyn. Damit alfo Diefer Werth ein einfacher 
icufairer Werth feyn, fo muß Y’ mit X zu gleicher Zeit 
U werden, wenn man Y == h macht. 


Durch die Grundfäge, welche wir fo. eben, in Rüde 
der willführlihen beftändigen Größen, feftgefet has 
‚ fieht man, daß diefe befländigen Größen die Ver⸗ 
ng zwiſchen den urfprünglichen und. abgeleiteten Glei⸗ 
en machen: diefe hier find durch ſich ſelbſt allgemeis 
als die Gleichungen, von denen fie. abftammen, wegen 
beftändigen Groͤßen, welche verſchwunden find, oder vers. 
inden fönnen. Gie find eigentlich allen urfpränglichen 
ihungen, welche unter fih nur duch die Werthe dies 
beftandigen Größen verſchieden wären, equivalent. 
Man fann alfo immer von einer Gleichung, welche 
urſpruͤnglich angefehen wird, zu einer abgeleiteteten, 
einer beliebigen Ordnung übergehen, und umgekehrt, 
O3 | von 
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von dieſer zu jener zurückgehen, wenn nut diefe lebten 
Operation immer willkuͤhrliche beftänbige Größen einfühn 
unb wenn: man Sorge trägt, diefe beftändigen Großen «a 
eine. der urfprünglichen Gleid: ung gleichfoͤrmige Art, 
beſtimmen, mie wir bereits davon Beyſpiele (no. 55. 
fol.) gegeben haben. Mit dieſer Aufmerffamfeit 
man in der Analyſis die Operationen in Beziehung 

die Funktionen, chen fo anwenden koͤnnen, wie mi 
darınn die gemeine Operationen der Algebra anwend 
Hat man alfo eine Gleichung von x und y, fo Fann mi 
daraus unmittelbar bie abgeleiteten Gleichungen einer i 
ftebigen Ordnung ableiten, um aber von diefer hiet 
einer Gleichung von x und y surüczugehen, muß 1 
auf die mwillführlichen beftändigen Größen Ruͤckſicht 
‘men, und fie fo beflimmen, Daß die MWerthe von y 
ihre abgeleiteten y’, y’’, &r. für einen gegebenen W 
von x; wie x = 0, dieſelben feyen, als die, welche 
der gegebenen Gleichung eniſtehen. Wenn die vorgegel 
Gleichung nur von der erſten Ordnung vom x, ), y;| 
wäre, alsdann würden, da dieſe Gleichung 'nue & 
Werthe vony’, y”, &e. inx und y geben kann, 
Werthe für x = o den unbeftimmten Werth von y 
hatten; folglich würden alsdann die willführlichen 5 
digen Größen von diefem Werthe, welcher ſeldſt j 


















willkuͤhrliche beftändige Größe ift, abhängen; fa, da 
diefem Kalle alle willkuͤhrliche befiändige Größen in 
einzige zufammenfallen würden. Sie würden aus di. 
der. Urſache zu zwey willkuͤhrlichen beftändigen Größen | 
den, wenn die vorgegebene Gleichung von der zw 
Ordnung von x, y, y’ und y"’ waͤre; u. ſ. m. 
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Um beſſer den Geiſt und den Gebrauch dieſer Ope⸗ 
tionen fühlen zu laſſen, wollen wir fie noch auf einige 
wſpiele anwenden, die zu gleicher Zeit als Uebungen im 
font dienen werden. 


Es fo die Reihe gegeben 
s m, mar) .„„mtrtmh), 
z + A "oafı) rar 75* &c. 
Pr verlangt die Summe, 


Wir wollen fie gleich y annehmen, damit man eine 
ung von'x und y hat. Ich multiplizive diefe Glei⸗ 
mit xurı; dieſes giebt: 

n(m + I) 
n(n + Y) 
nehme die erften Zunktionen yon allen Gliedern, und 


® 
. 

















xntr + &c. 





a21 2m xa-1 + — ar 
* J n 


>» (n — Hyx-⸗ (n — 1) xa- 2 + mx“! 

=, ga „lm + 1) (m + 2) 
nin + I) 

n habet, daß ein Factor aus dem Nenner eines 

Suedes verſchwunden iſt. 


Ich multiplizire jetzt die vorhergehende Gleichung 

ana, und erhalte folgendes 

ı+ (n— IMyaınm-2 = (n— I)xm-2 + zur 

a(m + D m(m + 1) (m + 2) 

— 7* xm —757* xmta &c. 
dag. erſte Glied = p’(p’ iſt Die erſte Funktion | 

nehme die urfprüngliche Funktion, und id habe: 

1 5 m mmD). 
zn-I.bxmi— xar! xmE2 + c 
Ten 

v4 


xupæ + &c, 


. 
l - N 
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Ich fuͤge hier feine willkuͤhrliche beſtaͤndige Groͤße bey, | 
} 


weil fie, als in p enthalten, gedacht werden fann. 


Wenn wir jest diefe neue Reihe mit der vorgegeben: 
nen, die man gleich y angenommen hat, vergleichet/ ſo 
it es fihtbar, daß man Die Gleichung 
n — 1 

| p — — xme J 4 xmy | 
haben wird. Wenn man die erften Funktionen nimmt, 
und für p‘ ihren Werth 

> yızın-ı + (n — 1) yxmn-a 
ſubſtituirt, ſo wird man dieſe Gleichung der erſten Ord⸗ 
nung lineairifch von y haben: 
(H—D)am- ty’ mm tysay/xm-ı +a-nye 2} 
welche auf folgende Form gebracht wird; | 
n—1— mx 2. — | 
um) Tao) | 
. Da biefe Gleichung der Methode von ne, 67. fähig ii 
fo koͤnnte man den Werth von y in x finden, welche 
folglich. die Summe der vorgegebenen Reihe fegn wii 
Aber diefer Werth follte eine willkuͤhrlich beſtaͤndige Gräl 
be enthalten ,. melde man dergeftalt Beftimmen wird 
dag y = 1 ſey, wenn x = 0, Wie aus der gegebene 
Reihe folge, 





Wenn die Reihe nur einfache Faktoren enthalten hir 
te, wie | 
ı ++ —E + &c. 
fo hätte man durch diefelben Operationen gefunden: Ä 

p= — zm-L . zit x* + xm·2 + 
Über man weiß, daß 


.. 
4 ö ö 
nd — ⸗ nn. _ 
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' 2 1 
ırır ni —3 


ix 
man hätte alfo in diefem Falle; 
xm 
p= — xm-I - 7 


Nimmt man die erſten Funktionen, und ſubſtituirt Von 
Werth von p‘, fe bat man: 
y'xm2 (0 - ı)yam3= (n — I)xm-2 4 


mın-! xm 


+ eV T 

x x L—x (1—x) 

eine ebenfalls Iineairifche Gleichung von der erſten Ord⸗ 
nung. 
Dieſe Methode iſt auch auf muſammergeſettere Rei⸗ 
hen anwendbarjund kann zu lineairiſchen Gleichungen von 
höherer Ordnung als die erſte führen. Ich glaubte fie 
. wenigftens anzeigen zu muͤſſen, da fie faft die einzige alle 

| gemeine Methode für die Summation der Reihen if, 


78. | .. 
Es fen jetzt die Gleichung 
y=Ax + Bx" + x’ 
vorgegeben, in der man den Ausdeuc von x in y ſuchet. 
Dieſen Ausdruck kann man durch die bekannte Formel, 
für die Aufloͤſung der Gleichungen vom dritten Grad ers 
halten. Man fann durch die Theorie der Sunftionen 
folgendergeftalt dahin fommen, 
Nimmt man die erſten und zweyten Zunktionen ‚ se 
Bat man: 
yzıA + aBx + 3x”, y == 2B ie 6x; 
85 bilde 


— FR —— —— 
— — EEE —, — 
55 
2 ⸗ 
N - 
. S % 
* 


12%: Darſtellung der Theorie, mit ihren 


bilde ich alfo die Größe \ 
Sy lm nd! 4 (p + gr + xVYy“, 
mo m, n, p 9 rs; mwillfährliche Koeffizienten find, fo wer - 
de ih ein Quatrinomium haben, welches die Potenzen x, 
x" und x? enthalten wird, und ich werde die duuch jede- 
dieſer Potenzen multiplizieten Glieder fönnen verſchwinden 
laſſen. Ich habe alfo eine Gleihung von dee smegten 
Ordnung von der Form: 
Yto+mwmy+o+at+m)y=c, 
wo C eine heftändige Größe feyn wird; und diefe Gleis 
Kung wird noch zwey unbeſtimmte Eoeffizienten ent⸗ 
halten. 

Ich koͤnnte alſo auch noch ſo machen, daß wenn man 
fie durch 2y‘ multiplizirt, fie eine urſpruͤngliche gunktion 
hat; denn da hraucht man nur 

a=2n,r=n. . 
zu machen, und die urſpruͤngliche Gleichung wird ſeyn: 
y 4 0 emx 4 nt)” =elyr +. 

a jiſt nemlich eine willkuͤhrliche beſtaͤndige Größe, weiche man, 

wie wir es geſagt haben, beftimmt, indem man x = o 

und für y und y’ ihre aus Der vorgegebenen Gleichung 

gezagnen Werthe hinfeget. Sie giebt in diefem Falle 

| yauy=A; . 

macht man alfo diefe Subftitutionen in der borhergehen ⸗ 

den Gleichung, ſo giebt ſie 
2pA* * a. 

Man wird alfo folgende Gleichung von y von der erften 

Hrdnung haben: 

y' + (p + amx + ux”) y’’ me 20y + pA®, 
mx nur big zum zweytem Grade, ſteigt ohne dieſen 
Umſtand ‚würde man nichts für die Beftimmung von x 
gewonnen haben; 
‚Aber 


rmpu vo. ⸗ 





18 
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Aber che wir weiter gehen muͤſſen, wir den nothwen⸗ 
digen Bedingungen genüge leiten, damit die Größe 
yt(a+ndyU tr (p 2Mmx + 0x”) y”, 
nad) der Subſtitution der -Werthe bon y, y’, yV, einer bes 
fländigen Größe C gleich werde. Diefe Subftitution gieht 
die Groͤße: | 
Ax = Br’ + x’ + (mr nz) fA + 2Bx +. 3x") 
+ (p + 2mx + nz?) (aB + bx), 
Entwicelt und ordnet man die Glieder nad. den Potenz 
zen von x, und feht man das Glied ohne x= € und bie 


“andern Gheder gleich Rull, fo hat man: 


mA + 2pB = CI + n)A + 6mB + po, 
(rm)BrimmoI + gun 


woraus man erhält: \ 


B B? — 4A 
um z mE m a — 
er $) 2 37’ P 27 und 
sB’ — 9AB 
tr, 
27 


Mehrerer Einfachheit wegen wollen wir dic Größen 
p. und C_ zurücdehalten, und die von m und n in 
der obigen Gleichung fubftituiren, fo wird fie, wenn man 
den Werth von y herauszicher, werden: 

= ay(pA® + 2Cy — yW 


2B N. 
VGe- mm) 


Man muß jest daraus die urfprünglien Gleichun⸗ 
en von x und y, ableiten; aber um die imaginairen- 
"Brögen zu vermeiden, muß man zwey Fälle u.iterfcheiden, 
den einen, wo die Wurzelgroͤßen reel find, den andern, wo 
fe immaginair find, denn weil ein jeder veele Werth von 


x für y und y’ reele Werthe giebt, fo ift es fichtbar, 


daß die zwey Wurzelgroͤßen ber vorhergehenden Sleichungz, 
| reel 


| reel und immaginair zugleich ſeyn werden. Dir wolleꝛ 


— 


beſtimmen, und man wird haben: 


Folglich wird man annehmen koͤnnen 


‚und man findet auf eben die Art, daß dieſe Gleichunz 
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alfo erſtens vorausfegen „ daR 
VY(pA? + 2C% — y?) 
eine teele Groͤße ſey, es muß alſo ſeyn: 
PAr+HÜDIGHON 


yo V(pA’ + C%sin. z, 
melches geben wird: Ä 
voA+ 2Cy = y)= VlpAt HcH cos z 
und nimmt man die erften Sunftionen | Ä 
yı= vV(pA? + CN cos. æ (ne 32); 
fest man ferner dieſe Werthe in die vorhergehende Gleis 
hung, und dividirt mit 3, fo wird fie: 
2B — 
(Gp — 7*—* Ei 7 





folgende giebt, die man leicht erwe ſen kann; 
‚xt == v9 + = sin. +9 


« ift eine wilräßfice beftändige Ebge, ae man ſo 
beſtimmen muß, daß x = 0, y = 0 giebt, der vorgege⸗ 
benen Gleichung gemäß. Es fey.a der Werth von z 
wenn y= o, fo wird mon alfo die zwey Gleichungen 
haben: 

—- c=Y(pA? + C’) sin.a 


:B \ B? u u 
und 78 (op + 9 sinn, G +), 


dur welche man fogleich a Iund nachher 4, beftimmen 


wird, Nach diefem wird man z durch die Gleichung. 
_ y——c _ 
ee era 


= 


' 
or 


1 
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| = 24 vor + Yin He) 


nd da zu einerieb sinus bon & and der Dinkel 3, um eis 
: oder zwey Peripherien vermehrt, gehört, fo wird man 
e drey Werthe von x haben, indem mon für dieſe 
ey Werthei, cc, z + 26, nimmt, wo e den Um: 
ng des Kreifes bezeichnet. Diefes ift der Sal, welchen 
an irreductibel nennt, und wo die drey Wurzels 
oͤßen real find. 
Mir wollen zweytens vorauffetzen, daß die Birgeb 
roͤße 
—X + Cay y) 
nmaginair fen, fd braucht man nur den Zähler und den 
tenner des Ausdrucks von y durch VC— 1) ju muls 
pliciven, und man hat, . 
yo _ 3V ( — pA? — 2Cy ey u, 
K-op+zx+ \ , 


in? ? any reele Größe. | | 
Sch bemerfe, daß wenn man . 


w.B. un B_ ... 
X u Zu 5 F 
vo sckytYte par + 


naht und man die erften Funktionen nimmt, And y. 
mmer al® eine Zunftion von x betrachtet, man hat: 


| | Bol 
vei-pt ze + x°)-3 


YVeyk—pt—är +); 
v daß man die vorhergehende Gleichung zu dieſer Korn 
Xx⸗ y 


— Sun j \ 


| X 3Y°’ | 
uruͤckbringen kann, von welcher did zwey lieder zur ur⸗ 
ſpruͤng⸗ 
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ſpruͤnglichen Funktion haben IX und TIY (no. 33)" Man 


wird alfo diefe urfbrängliche Glelchung Haben: 

IX = :1Y + Ib 
‚(b ik eine willkuͤhrliche beftändige Größe); und geht man 
von den kogaithmen zu den Zahlen uͤber, ſo wird man 


haben: x Ya) Um b zu beftimmen; wird man 


von Heuenx = 6 und y= o maden. X wird 


B 

Fi + V- 09p 
und Y wird 0 
-C+ V.pA. 
Man hät alfo: | 


IH VIpe 
Jetzt da wir den Werth von X in x haben, fo kann man 
feichte x daraus Heben; denn wenn man die Gleichung 
— rs 


quadrirt, fo wird man daraus Auf der Eele 
| X — ıB.? + I, 
2X 
ableiten, bolglich, wenn man für X den in y gefundnen 


Werth, nemlich —* m feet, fo Bat man; 

| _ byr zu Oi) 
8 abyr. Y) 

Diefer Ausdruck ann, wie man ſieht, hut einen vers 


. Ien Werth von x geben; es ift nemlich der Zall, wo die 
Gleichung zwey immaginaire Wurzelgrößen hat. 


— 


x* 


. a | r EEWERT| 


; 
| 


{ 


Macht man Bm o," fo vereinfachen fich die For⸗ | 


meln, melde man in eben in den beyden Fallen gefunden 
| hat, 


‘ 
ı 
U 
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hat, fehr, und werden zu den, befannten Formeln für 
die Auflöfung dee Gleichung des dritten Grades, in weis 
qhen das zweyte Glied fehlt, zuruͤckgebracht. Wir werden 
uns aber bey diefem Probleme, das eigentlich zur Aiges 
bra gehört, nicht känger aufhalten, indem wir es nur 
im VBorbeygehen behandelt haben, um durd verſchiedne 
Anwendungen die Art zu zeigen, den Algorithmus der 
Funktionen zu gebrauchen. 
79: 
Als letztes Beyſpiel wollen wir die Gleichung von 
der erfien Ordnung nehmen: 
,.__Y(A+ By + 6y° + Dy’ + Ey") 

Y FE TA + Bx + Cx® De’ + Ex’) 
Dividirre man fie durch die Wurzelgröße in y, fo hätte 
man eine Gleichung, wo die veränderlihen Größen x und 
y.getrennt wären; aber auf diefe Art wäre es unmög> 

lich, die urfprüngliche Funktion zu erhalten, weil diefe 
wey Glieder nicht insbefondere zu erften Funktionen rer 
ductibel find. Demohngeachtet Fann man hier vermittelft 
der abgeleiteten Funftionen dahin fommen. Ich nehme 
weft an, daß x und y Tunftionen einer andern veräns 
derlihen Größe t feyen. Deswegen fee man 2 
Stelle von y’ (no. 63). x’ und y’ werden dann die er⸗ 
ften Zunftionen von x und y die als Zunftionen von t 
betrachtet find) feyn. Ich Fann alfo voraysfegen, daß 

. x eine beliebige Funftion von t fey, und die Gleichung 
wird mir für y eine beſtimmte Funktion don t geben; 

alſo Fann ich annehmen, daß x eine ſolche Funktion von 
t ſey, die folgende Gleichung giebt-. | 

x = YA + Bx + Ca De Eat) 


an die 


Die 


— = 


‚ . 
. . _ , 
“ - D 
7 
u - ” . * ⸗ 
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Du | 


"ent mache Ih folgende Combination 


um 4 j ! 
Die vorhergehende Gleichung, in welche man T für 


geſetzet hat, wird gleichfalls geben 
y=vA#By + by* + Dy’ + Ey*). 


Man lafle die Wurzelgroͤßen in diefen 1wey Gleichun 


verſchwinden, nachher nehme man die erften Zunftio: 


nachdem man die eine durch x’, die ändre durch yi,t 


dirt at, fo wird man haben: 
ax’ wmB + 26x + 3Dx? + AEx’, 
ap’ =B + 2Cy + 3Dy’ + ar’ . 


Wir machen 


welches giebt | 
| | x = 4 p _ d, 


2 7 2 


. die zwey vorhergehenden Gleichungen addirt und ſubtra 


geben 
m=Bro +2 +) 


+Z B + ar), 


| sr 3D, E_. 0,79 
eat mt He 


= Bd mehr, da 


p’q‘ x ya, 


E wenn man die Aus den erſten Gleichungen gejogenen N 
the. von x’ und y’ ſubſtituirt, fo det man 


re Ba + ee) + 


gt 
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er ze =’ + Epgl 

Benn ich die beyden Glieder mit * moaltiplleire, ſe 

derden fie die erften Funktionen kon m und von Dp 4. 

Ep"; fo daß ich ſogleich folgende urfprüngliche Gleichung 


bon der eriten Drdnung haben werde 
Pr =Dp+Ep +4 
po a eine willführliche beftändige Größe iſt. 

Um fie zu beftimmen, fey m der Werth von y, wenn 
kr o, undman wird in diefem Kalle, durch die obigen 
‚Sleichungen haben: 
avaymyY(a+ Bm + Cm’ + Dm’ + 'Em®), 
e Größe, welche wir, der Kürze wegen, = n anneh3 
en wollen: 

Weil alſo | 
px yg=mi—yyY = 4, gar, 
p wird man, wenn x = o, haben: 

p=zmg=-—m p’ zYA+ngeyion 

achet man dieſe Subſtitutionen in der eben gefundenen 
leichung, ſo hat man: 

8 A + n)% 


— — Dm — Em?) 











man fieht, daß weil m eine unbeſtimmte Größe ift, 
ie befländige Groͤße a auch unbeftimmt bleibt. Aber Die 
dorhergehenden Beſtimmungen wären nuͤtzlich, wenn man 
Durch andre Gombinirungen neue urfprüngliede Funktio⸗ 
Ben mit willführlichen beftändigen Größen fände, 
Wir haben alfo die Gleichung. 
p=gY@+Dp+ Ep), 
R | wei⸗ 
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welche, obgleich bon der erften Drönung, dennoch du 

urfprüngliche Gleichung in x und y von der vorgegebenen 

Gleichung fogleid geben kann, da der Werth von p, 

welcher x’ + y’ ift, ſchon in x und y befannt if. Und 

wirklich, wenn man die-Werthe von p. q und % fuspb 
tuirt, jo hat man: 

ı VA + Bx + Cx* + Dx’ + Ex?) + VA + By. 
+ +Dr +Ey)=(s-y) Yla+n +7) 
+ E(x + Y’), 

wo a die willkuͤhrliche beftändige Groͤße if 

Diefe Gleichung in x und y ift, wie man ef 
von einer ziemlich einfachen Form, und die Methode 
duch weicht wir dahin gelanget find, ift ſehr merkwuͤt 
dig; aber diefe Gleichung Ift nicht die einzige, iveldy 
man durch die fo eben gefundenen Formeln erhalten fan 

In der That, wenn man den vorhergehenden Werk 
von pP, in der oben gefundenen Gleihung, für da 

Werth von p/g’ fubitituiet, fo erhält man daraus 

ı= Varb+ Ep) 

Sept man hier für.g und p ihre Wertde x + } y 

x — y, und für q ihren Werth | 

"— y'= YA +Bx + Ca’ 4 Dr’ Ey 
VC(A + By + Cy? + Dy’ + Ey*) wieder di 

fo wird man eine neue Gleichung in x und y mit eind, 
willkuͤhrlichen beftändigen Groͤße a haben, welche ebe } 
falls die urfprüngliche Funktion der vorgegebenen Glch 

‚hung feyn wird, Wenn Man nachher addirt oh 

fubteahirt, fo wird man zwey andre Gleichungen ha 

die in einigem Betrachte viel einfacher find, und mel 
alle equivälent feyn werden, 










nn 


. 


% 
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| 80. | 


Die Bleihung von der erfien Drdnung, von der wir 
8 eben die urfprüngliebe Gleichung fanden, fann ımmer 
mech ſchickliche Umänderungen auf folgende Form ge⸗ 
zracht werden: 
F (A B cos. „ 
——— — — 
F VıA + B cos. u) | 
2 iſt hier eine Sunftion von u. Da dieſe Gleichung, 
wenn fie geradezu auf eben die Art behandelt wird, eis. 
per viel einfachern und elegantern Analpfe fähig ift, "fo 
glaube ich, man wird nicht böfe feyn, fie hier zu finden. 


"Matt wird u und z ale FZunftionen einer andern 
tänderlitben Größe t anfehen; und nachdem man die: 


ee = 











. nd 
1 zufolge * an die Stelle von z, ſubſtituirt hat (No, 


1) fo wird man folgende zwey für fich beftehende Glei⸗ 
ungen machen: 
"= YCA + Beos. u), 2’ = Y(A +B cos. 2); \ 
chdem man fie quadeirt hat, wird man ihre erften 
netionen nehmen, und man Wird, wenn man die 
ine du.ch u‘ und die andre durch 2’ Dividirt hat, diefe 
bepden Gleichungen von der zweyten Ordnung haben: 
" ou’ = — Bsin. u, 22’ = —B sin, z, 

Es fen jetzt 

z + u=2p,2z — um aq. 

Die beyden vorhergehenden Gleichungen, addirt und 
trahist, werden nach dekannten "Sheoremen 
ap’ = — Bin. p cos. q, 24” = — B cos. p sin. q. 
Es iſt fo gleich fihtbar, daß wenn man dieſe zwey 
teichungen addirt, nachdem man die erfte durch q’ 
d” die. zweyte durch p’ multiplicirt hat, ſo wird die 
J 2 linke 
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linke Seite die erfte Zunftion von 2 p‘ q’, und die m 
te Seite die erfte Funktion von — B fin. p. fin q. ® 
den; fo daß man gleich dieſe erſte urſpruͤngliche Gleicht 
der erfien Drdnung hat: Ä 

opg’ = — Bsin. psing + a 
a iſt die willkuͤhrliche beſtaͤndige Groͤße. 


| Um fie zu beftimmen, wollen wir 'annehmen u = 


gebe z = m, man hat alfo in diefem Falle: 


! 
[7 
8 


v=yY(A+B), zmay(A+Beoosm, 


‘ . — uw 
z! + =, ea; alfo 





p=g= =, = 


2” — u Bccos.m — 1) 
—— — 7 —/ 


»d= 


sin, p sin.q == (sin. =) = * —— 





ſo, daß man haben wird: 


a = 2paqa’ - B Sin. p sin. q 0. 
Man wird alſo nur die Gleichung 
op’gq’ a — Bsin. psin.gq 
haben; woraus man ſchlieſſen kann, daß, da diefe : 
ſpruͤngliche Gleihung Feine willkoͤhrliche beftändige G 
fe enthält, fie in den urfprünglichen Gleichungen, t 
denen wir uusgegangen find, begriffen feyn muß. M 


hat wirlich: 


zZ’? — ve⸗ 





pe = — 


= — (cos. 2 — cos. u 
—=—( ) 


. welches dur die Eubftitutionen der Größen p unl 


auf — B fin. p. fin q. zuruͤckgebracht wirds w.l 
Bleihung mit der fo eben gefundenen identifch ift. 


| Wir wollen jegt, mit Ddiefer Gleichung von der 
ſten Ordnung, die zwey obigen Gleichungen von der zwey 
— 8 
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Drdnung, dividiren,/ und man wi diefe beyden 


Seichungen erhalten: A 
\ I = 4 8 ———— 
Pi sung pP simp 
ven melden, die erfte durch q’ und die zweyte durch 
pi multiplieirt folgende urfprüngliche Steigungen geben - 
‚werden: 
k Peeling +kkN/=tsiup + 1b, 
Neder, wenn man von den kogarithmen zu den Zahlen 


bergehet, 







pf=asn qg=bsnp 
a und b find willkuͤhrliche beſtaͤndige Groͤßen, welche 
min durch dieſelben Subſtitutionen wie oben beſtimmen 
nid. Daraus erhält man: 


- Y(A + B cos. m) 4- Ya + B) 


m 

8- sin. — 

| a 
| Yi(A+B cos. m) — V(A. ++ B) 
Ww—) — — — — — — au 

2 sın, 2 

2 

Eine jede dieſer beyden Gleichungen koͤnnte eine ur⸗ 

Prüngtiche Gleichung in u und z durch die Subſtitu⸗ 

on der Werthe von p, q, p‘, q’, geben; mann hätte 

ilſo: 

V(A # Bees.z) + MA Bcos. u) 2a Sin. — 


V(A + Bcos.2) VGA Bcos. ) absin, = 
u Da die Wertbe von a und b die unbeftimmte Groͤße min 
x faſſen, fd kann ein. jeder dieſer Werthe auch als ins 
efondere unbeftimmt angefehen werden; alſo in einer jes 
un Diefer Gleichungen allein kann man a: oder b ald ei⸗ 

33 ne 


⸗ 
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ne willkuͤhrliche beſtaͤndige Größe anſehen; aber ‚menu: 
man eine beliebige Combination diefer Gleichungen machen 
- wollte, fo müßte man die Werthe von a und b, die man 
weiter oben gefunden hat, gebrauchen, und dann waͤ 
die Größe m die einzige willkuͤhrliche beftändige Groͤße. 
Da aber diefe Gleichungen aug Wurzelgroͤßen zufaı 
mengefegt find, fo wird es dienlich feyn, noch eing an 
urfprürglihe Sleihung, nad den. beyden Gleich 
der erften Ordnung, fa man eben gefunden -hat, 
ſuchen, nemlich | 
p=asng Y=bsinp _ 
dividirt man nun eine durch die andre, fo hat man, 


?_ a sin. q, 












\ | b’sin. .p’ 

und multiplieirt man kreutzweiſe, 
bp’sinnp= ag‘ sin, ga 
woraus man fogleich die urfprüngliche Gleichung 
J bcos.p=aco.q-+te erhält. _ 

e ift eine neue mwillführliche beftändige Größe, welche m 
beftimmen muß. Macht man 

u o und z= m, fo hat man P=u=>; 
alſo wird bie vorhergehende Gleichung geben: 


Y(A + B)cos. — — | 
— J ii 





m 
e=ab-)on -=— 
| sin, — 
2 


Subftituiet man die Werthe von a, b, e, fo wie 
von | | | 
zu 
4 





p= , und g = 
in der vorhergehenden Gleichung, und machet man 


— 





— 
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Rebductionen der Sinus und Cosinus, fo wird fie dieſe ſehr 
einſache Form annehmen: 


e "z u 2 .„.uvl(A + B cos'm) 
0S,-— » COS, — + Sin. — . Sin.. — — 
2 ‘2° *2'' YCa+DB 


cos, zT 
J— ” a 


Dieſes iſt die. urſpruͤngliche Gleichung der. Vorgegebe⸗ 


en von der erſten Ordnung in u, :z und z’ und der 


‚Bindel m if davon, die wilfährliche beftändige Größe, 


gl. 
Man kann die. Winkel, 


2 
—, Sund = 
2* 2 

dl die drey Seiten eines. ſpheriſchen Dreyecks anſehen; 
es ift alsdann ſichtbar, daß in der vorhergehenden 
Gleichung die Größe: 

V’A + Bcos.m) 
Ya-+B) 


der Cosinus des Winkels zwiſchen den Seiten — und. — 


ſeyn wird, und folglich der Seite Zentaegongeſetzt / durch 


Vie befannten. Formeln der. ſphaͤriſchen Trigonometrie, 
das iR den Werth von 2, wenn u=o und z=m 
u. wird dieſer Winkel zu, gleicher Zeit mit der Geite 


m — beftändig, fenn, mährend daß die beyden andern Geis 
den veränderlih find. 


ESGs ſey M dieſer beftändige, Winkel, man wird alfo 
ſeden: | 


I 
* 


34 ya, 


YA + Bocos. m) 
a 
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| J 
wvoraus man erhält; | 











5 A cos. M? — — (2) 7 
EB ne "sin. M? Mm! * sin. x) 

Wenn man diefe Gubflitution in der vorgegebene 

Gleichung in u, z und 2° machet, und der Kürze 

gen annimmt 


sin, — 

| 2 
fü wird fie zu diefer Form übergehen z 

Vſi — * (sin. —* 

— ps 
| vie ° (sin, —* | _ 
won dee die urfprünglihe Bleichung die Relation zwi⸗ 
ſchen den Seiten = und — eines fphärifchen Dreyed 


ſeyn wird, in welchem „ dag Verhältniß der Sinus de 
Winkel su den entgegengefegten Seiten ſeyn wird. Di 
ſes Verhaͤltniß iſt bekanntlich fuͤr alle Winkel und d 
ren entgegengeſetzte Seiten daſſelbe, ſo daß, wenn di 
fest Perhaͤltniß allein gegeben iſt, der: Winkel oder 
die. Seite für die willkuͤhrliche Größe bleiben wird. 

Die Betrachtung des ſphaͤriſchen Dreyecks * 








F 








zu dienen, leichter ſehen zu. laſſen, mie dieſe urfpüngli 
Gleichung der G’eihung ven der erſten Ordnung genuͤ 
leiſtet. Biete Gleichung ift | 


/ 


u: \ RR. U m. 
| 008. cas. = '$ cos, M sin. — sim — zu 008. en | 
“ 2: Ä 2 2 2. 


Henn 
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Wenn man die erften Funftionen nimmt, und ⁊ als 
Sunftien von 4 und m amfiehet, uud M als beftändig, fo , 
hat man: 


J 3 u 
2 2 2 2 
| ' Fe TE 2 
* cos, M. sin. —COs. — COS, — SIN, * * O. 
r 2 2 2 2 
n wir an die Stelle ven cos. M. feinen” aus den 


felden Gleichuug gezogenen Werth, fo wird fotgende 
‚Gleichung kommen: 







m u u mn 
cos. cos. —— — COS, — COS. — cos, — {os cos. — 
2 2 2 2 2 2 
2 u 
sm. — sm, — 
2 2 


Jetzt, wenn in demſelben ſphaͤriſchen Dreyecke, von 








wien, = = die drey Seiten. find und M der: 
der Seite * entgegengeſetzte Winkel iſt, man durch 


By. und. Z die den Seiten = und —entgegengefegten@Wine | 
Bel bezeichnet, wird man gleichfalld haben: . 


u ıgq m . 2. m 
C0S.— cos. m cos — ‚+ cos. V sin.— sin. — und 
2 2 3 2 


u u m 
e0S;. = cos, — cos, I 00os.Z sin. — sin, — 
2 2 2 2 


ga gebe cos. Z das Zeichen, -, teil ich. den. Wine 
m 2 ſtumpf annehme. Made ich alfo diefe Sapfiturier 


”. 
gen, und- dividire die ganze Gleichung durch sin. * ſo 


wirxd ſie | | 
2 cak. U - c08. 2 2 Qu 
38. us 


! 
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werden, wodurch 
cos, Z 


‘ 
* cos. V 
Aber durch— die allgemeine Eigenſchaft der ſehãriſ 
Dreyecke hat man: 





"sin. V ' sm. Z° sin. M 

— m — 2 — u 5 

. u m 
sin. — sin. — sin. — 

ur Gr Ge Ä 


alfo, 


.o® ” . u 2 | 3 * 
sin. V M sin. 7 sin, zZ = « sin. 2°. 


und dadurch | 
cos. ve vl — * CGin. > , 


eos. ze Ylı — —* Gin. 2, 


Subftituirt man diefe, Werthe, fq wird. man. 
Gleichung von der erften Ordnung haben, welche wir 
den, wollten. 

Wenn der Winfel Z, welchen wir Rumpf annahm 
ſpitz ift, wie. der Winkel V, dann, würde. mann, fi 
der. Gleichung 


cosZ- 
la ——, 
| cos.V 
dieſe hier, haben: 
| ! +- 


welche. nur, durch das — von, 2* verſchieden 
und von welcher die urſpraͤngliche Bring, dieſelbe f 





. wird, 
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82. 


Hier. iR noch eine weſentliche Betrachtung über die⸗ 
‚fe Arten von Gleichungen: wenn die Gleichung von No. 
‚ % unter diefe Som 
24 | 1 | 

— —j — — — —— , ” 

V(A# Boos, 2) * VA T B cos. u) 
geſetzt iſt, und mir "voraufegen, daß fü die mrpruͤng⸗ 
biche Sunftion von 
| 1 


VA -+”B cos. u) u) 


fon. M wird fa gleichfalls die urfprüngliche, Funktion 
bon 


zi. 
\ Y (AB cos. z) | 
feun, wo z.al8 eine.Zunftion von u angefehn wird, von, wel⸗ 
der. 2% die. erfte Zunftton ift. 

Wenn man alſo zu den urfprünglihen Funftionen. 
wieder zuruͤckgehet, ſo wird man auf der Stelle dieſe 
unfprünglie Gleichung haben: | 

| fz 2 = fu u + 8 
wo a die willkuͤhrliche beftändige Größe ift. 
Diefe Gleichung müßte fich alfo. mit der, welche wir. 


in der gemeldeten Nummer gefunden haben, und mo m, 


die willkuͤh liche beſtaͤndige Groͤße iſt, decken; foiglich 
kann ihre willkuͤhrliche beffändige Größe nur eine Funk⸗ 
tion der willkoͤhrlichen beſtaͤndigen Groͤße m ſeyn. Es 


fen alſo, a=Zm, fo hat man: 


J fe. = fü + Fun; 


m iſt aber der Werth von z, wenn u = 0. Wir. tool; 


- fen um mehrerer Einfachheit willen vorauffegen , daß die 


Funktion fu, fo genommen iſt das fie. Null fe, 
wenn 


0 
% 

a 

u 
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, sin. M 


BT) 


Dadurch Tann mah leichte die Werthe der Se 
y x, &c. der neuen Dreyecke, finden; denn, betra: 
man die gleichſchenklichten Dreyede die durch dief 
wechſelsweiſe aufgetragene Seite m( gemacht find, 
werden die Perpendiculairen von ihrer Spitze die Gri 
linie in zwey gleiche Theile ſchneiden. Die rechtwink 
ten Dreyecke, welche durch dieſe Perpendirulairen 
durch die Seiten, weiche den gemeinſchäftlichen Wi 
M enthalten, gebildet werden, geben ſogleich durch 
befahnte Analogie für die rechtwinklichte Dreyecke fol, 
de Gleichungen: 

Y 


tang. tr == cos, M tang. zZ, 

tang. at: == tos. M tang. 5 
und maächt man u = m, damit das erfte Dreheck gle 
ſentuicht ſey, ſo wird man noch folgende Gleichuns 
ben: 


—2 oe 
_ tang. — == cos.M tang. m; . 
2 


man hat alsdann: 
fe = afm, Fy = ıfm; k= af, &c. 

Mir werden aber hier bemerken, day diefe Tonftkuct! 
eben das für das fphärifihe Dreyed iſt, was die Conſtr 
tion des ägten Problems der geontetrifchen Fragen in 
Arithmetik von Newton fuͤr die gradlinigten Dreyecke 
In der That, wenn man die ſphaäriſchen Dreye 
deren Seiten, im, u, 2, y, find; geradlinigt macht, ſor 
wandeln ſich die Gleichungen hier oben in 

2 * am cos. M, u * 22cos. M, x-+ z 27 cos. M, 


/ 
⁊ 
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68 ift leicht zu bemweifen, daß alsdann die Zunftion 


u sin. M 





ı den Winkel, von welchem der Sinus:ift, pros 


xtional wird, fo dag wenn inan die Seite m für den 
us Des entgegengefegten | Winkels M nimmt, man 'has 
m wird: 

2 - sin, 20, 57 * sin. 3M &ö. 


82. — 

Wie haben ung ein wenig bed den Eigenſchaften dee 
anftionen don der Korm Fu, üufgehalten , weil die 
kometer ſich viel Damit befchäftiget Haben, und dieſe 
unktionen ſich in der Yuflöfung mehrerer Probleme 
tigen. 

Berlahgt man 5. ©. die Belbbegung vines Pendels, 
riches auf eine beliebige Art ſchwinget. Man nenne y 
e Länge des Pendels, * der Winfel um welchem er 
| einem beliebigen Augenblick bon der lothrechten Linie 
bweicht, der größte Werth bon + und A der Feinfte 
zerth, und die Schwere fege man der Einheit gleich} 
ener made man, 


cos. ß — co B— cos? 
sin, u= 
cos. c05.8 — 0 — cos. = \ 


N — cos. a⸗ — eos. * 

* = cos,# + cos.s)” + sin. = 2 
‚alcosß B+c cos. ®) i 

= Vz cos. 8 + cos. “°’ + ==) 


wird man Avıfu, für den Ausdruck der Zeit haben, 
m dem niedrigften Punft an, indem man ivie oben 
rausfeget; Ä 
_ | ; 
, u u 
fa - Ya 
u Die 
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u; Die Winkelgeſchwindigkeit der Umwaͤlzung um di 
lothrechte einie wird durch 
V 2 sin. «sin. 4 
Vr. "sin.#” + Ylcos « + cos. 8) 6)" 
ausgedruͤckt werden, und wird folglich Null, wenn der 
Pendel durch die lothrechte Line gehen wird, in welchem 
Falle man a = o hat: dieſes iſt der Fall, der gemöge 
lihen Schwingungen. 
84 

Man kann dasjenige Verfahren, durch welches mal |. 
die abgeleiteten Sunftionen und Gleichungen findet, YJ 8 
vecte Analpfis' nennen, weil. e& in der That nur anf 1. 
directe Methoden gegründet ft, und nur Sperationeg] 
gebraucht, welche man durch die Kegeln, weiche mir aussh 
einander geſetzt haben, immer ausfuͤhren kann. Aber dis h 
Art, um von diefen Funktionen und Gleichungen zu * 
nen zuruͤckzukommen, von weichen fie abgeleitet werdet 
koͤnnen, und die man als ihre urfprünglichen anfehen faniyd 
machet einen andern Theil der Analyfis der Funktiontch 
aus, welchen man die umgefehrte Analyſis nee 
nen fann, weil fie von denfelben Methoden und Regel 
abhängt, aber umgefehrt genonımen, und tvelche fi 
nicht immer mit derſelben Leichtigkeit und Erfolg anweng 
‚ den laſſen. Es iſt mit dieſen beyden Theilen der Analyſth 
der Funktionen, wie mit denen der Arithmatik und 8 
Algebra, welche zum Gegenſtand die directen Operatio 
nen der Multiplikation, die Erhebung zu Potengen, ı 
‚die umgekehrten Operationen’ der Divifion und die Aut 
'jiehurg ber Wurzeln haben. Die Operationen der eert 
fien Art, find immer durch die befannten Regeln mög 
lich, und geben beftändig genaue Refultate; die, dell 

swenten 
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weyten Urt, find e8 im Gegentheil nur in gewiſſen 
sällen, zum menigften firtenge genommen, und inallen ans 
wen Källen koͤnnen fie nur Näherungsrefultate geben. 

Die directe Analyfid der Tunftionen iſt alfo in der 
Regeln enthalten, welche wir gegeben haben, um die abs 
geleiteten Funktionen zu finden, menigftens, was dig 
Sunftionen einer. einzigen veränderlichen Größe anbetrift. 
Bas die umgekehrte Analpfis betrifft, fo hängt fie von 
denfelben Regeln ab; aber die Schwierigkeit beftehet in 
ihrer Anwendung auf verjchiedene Fälle. 

Wir haben die befannten Methoden fär die vorzüglich 
ken Formen der Funktionen und Gleichungen angezeigt, und 
vir haben uns hauptfählid Mühe gegeben, die allges 
neinen Principien dieſer umgefehrten Analyſis recht zu 
jeftimmen. Ä 

Da unfre Abficht nicht ift, eine Helfftändige Abhands 
ung davon zu geben, fo wollen wir hier weiter feine 
Detaild beyfügen; aber diejenigen, welche den Differenz 
ialcalcul verftehen , fünnen nicht fehlen, die Gleich⸗ 
'srmigfeit der Analyfid der Funktionen, ‚mit diefem Cal— 
cul, und die Uebereinftiimmung der Ddirecten und umges 
Behrten. Analyfis, mit den beyden Theilen dieſes Ealeuls, 
weihe man Differential: und IntegralsCalcuf 
rnennet, zu. bemerfen. Alſo wird esihnen-leichte feyn, wenn: 
Fie es für gut finden, die verfchiedne Methoden von In⸗ 
Regrationen, ſo bis jet gefunden find, zu den Funktionen 

rzutragen, Wir werden weiter unten auf eine di⸗ 
te und firenge Art dieſe Gleichfoͤrmigkeit Peweiſen. 
je hätten fonar da anfangen fonnen und auf die Art. 
eih unfte Analyfis der Funktionen auf den Difieren, 
alcul zuruͤckfuͤhren fönnen; aber der Weg, welchen. 
genommen haben, hat uns der befte gefcienen, um 

K unſer 









- wird, 
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werden, wodurch 


zZ 08. 2 Ä 
Te 
Aber durch: die allgemeine Eigenſchaft der. trag} 


Dreyede hat man: 


sin.V  sn.Z sin. M 

— — — Br — nn es 

. u 2 2 — 
in — sn— sin — 

2 j 2 “ 2 J 


alſo, | 
. BE ı BR | . 2 
sin.V == # sin. 7 sin, Z = ge sin, 2" 
und dadurch 
cos.V cꝛ Yl — 2 *(sin, 5 7, 


- 






cos. Ze vl — er Gin. 2, 


Subftituwirt man dieſe Werthe, ſq wird. man. di 
Gleichung von der erſten Ordnung, haben, melche. wir ſ 
den, wollten. 

Wenn der Winkel Z, welchen mir ſtumpk annahm 
ſpitz iſt, wie. dee Winkel V, dann, würde. mann, 
der Gleichung 


dieſe bier, haben: | 
7’ cos. Z- _ 
** yon, | 

welche, nu, durch das Zeichen von. z4 verfchieden H 


und von welcher die urſprungliche Sleichnvs dieſelbe 


- ıy$ 
vb... 
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82. 


Hier. if noch! eine weſentliche Bettachtung über dies _ 
‚ Arten von Gleichungen: wenn die Gleichung von No. 
o unter diefe Form 

2% | 
Y(A-#Bocos, ) vAt + * cos. su) 
beſetzt iſt, und wir „voraufegen, daß fa die mrPpruͤng⸗ 
liche Sunftion von 
I 
VA B cos. s. u) 
ſey, M wird fa. gleichfalle die urfprüngliche, Funktion 
don 
24 
VATB cs). 
feyn, wo z.al& eine. Funktion von u angefehn wird, von. wel⸗ 
cher. 20 die. erfte Funktton ift. . 

Wenn man alfo zu den urfprünglichen Zunftionen. 
wieder zuruͤckgehet, ſo wird man auf der Stelle dieſe 
urſpruͤngiſche Gleichung hahen: : 

fi. = fü +3, 
too. a die wmillführliche beftändige Größe ift. 

Diefe Gleichung muͤſte ſich alſo mit der, welche wir. 
in der gemeldeten Nummer gefunden haben, und wo m, 
die willkuͤh liche beſtaͤndige Groͤße iſt, decken; folglich, 
fann ihre willkuͤhrliche heftändige Größe nur eine Funk⸗ 
tion der willk aͤhrlichen beſtaͤndigen Groͤße m ſeyn. Es 

ſey alſo, a=Zm, fo hat man: 
E fe. = fü + Fun; 
m ift aber der Werth von z, wenn u = 0. Wir. tool; 
- fen um mehrerer Einfachheit willen vorauflegen, daß die 
Sunftion fu, fo genommen ift dab ſie Null fen, 
wenn 
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wennu=o. Man mußdann aud, wenn man u=zo, ma ' 

bet, z = m haben, folglich wird man haben fm == Fn: 
alſo wird die urfprüngliche Gleichung, fo man eben ges 

funden bat, £ 


fh = fu + fm 
werden, welcher folgende algebraiſche Relation genuͤge 
leiſten wird: 
A-+Bcos. 
cos. r cos. — + sin. = sin, © — ra 
. m 

oJ cos, —. 

23 









Ob men nun gleich die algebraiſche Form der Zunftios 
nen fu, fz, fm, nicht finden Ffann, fo fann man dennoch 
eine algebraifhe Relation zwiſchen drey Größen 2 u 26 
finden, fo daß man haben wird: 

fr = f ur /m. F 
Alfo auch, wenn man in der vorhergehenden 2* N 
ziny und u in z verändert, " hat man: 


y y A + Becos. =). 
g0S.— cos. — + sin, — sin. — 7 —— 
2 2 A+B 


, g= cos. = und fy fa + fi 


End wenn man no y in x, und: z in y verändert, wela ẽ— 
ches geben wird: | 
Ä y . z A + Bcos.m \e 
. s. eoS, — sin, — SII. — ö———————————————— 
&Q 7 2 + KL 


’ 


== c0% 


F 
E 
ſo wird man. ebenfalls “| 
| 
| 


Ei 


| f=fyr+fm‘ 
haben; u. f. w. 

Man wird alſo nach. einander habenz 
u A zn 
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Jızfı fm fymfuı + ofm fx = fu + 3fm &c. 
And die Relationen zwifgen y, und m, und x,u und m; 
‚dr. wird man aus den vorbergchenden Relationen ers 
"Halten, wenn man erfi = und nachher y daraus elimis 
nirt, &c. 


Man kann diefe Theörie bey der allgemeinen Form 

der Sfeihung, welche mir in no. 79. betrachtet haben, 

F anwenden, und ähnliche Schlußfolgen daraus ziehen; 

wenn man aber mie in no. 81, die vorhergehenden For⸗ 

melm auf ſphaͤriſche Dreyecke bezieht, fo entitehet daraus 
tine ſehr zierliche Conſtruktion, wie folget. 


Aus den drey Seiten z,u,m ſey ein fphärifches Dreyeck 
gemacht, um Brüche zu vermeiden, fege ich hier die Groͤ⸗ 
fen 22, 2x, 2m, an’ die Ötelle von z, u, m, in den Fors 
meln der gemeldeten Nummer. Der Winfel zwiſchen u 
and m fey ftumpf, der Winkel zwifchen den beyden Scis 
ten u und z bleibe beſtaͤndig. Man trage nach einahıdes 
die Seite m. längft diefen nemlichen verlängerten Seiten, 
fo daß eine Reihe von Dreyecken daraus entfiehet, von 
denen ein jedes eine Seite mit dem vorhergehenden ges 
mein habe, und welche alle diefelbe Seite m, und den ges 
meinfchaftlihen Winkel M, welcher diefer Seite entgegenges 
fest ift, haben: dann wird man, wenn die Seiten, wel: 
ce diefen Winkel umfchließen, nach einander für dieſe 
verfchiedenen Dreyecke u und 2, zund y, y und x &c. 
hoben: 

F=fırfmyy= fü + afın, fx = fü + afın &e, 
wo fu die urfpeüngliche Funftion der Funktion 


| — sin. if 
und fo auch von andern ähnlichen Sunftionen, ws 
- - pn un 
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Dadurch kann man leichte die Werthe der, Seiten 
y. x, &c. der neuen Dreyecke, finden; denn, betrachtet 
man die gleichſchenklichten Dreyecke die durch dieſelbe 
wechſelsweiſe aufgetragene Seite m( gemacht find; fü 
werden die Perpendiculaiten von ihrer Spitze die Gründs " 
finie in zwey gleiche Theile ſchneiden. Die rechtwinklig: ; 
ten Dreyecke, welche durch dieje Perpendirulairen und 
durch die Seiten, weiche den gemeinſchäftlichen Winkel 
"M enthalten, gebildet werden, geben fogleich. durch die 
befahnte Analogie für die rechtwinklichte Dregecke folgen 
de Gleichungen: 
+ y 


tang. —— == cos, M tang. Z, 





" X 7 2 J 3 
tang. + = tos. M tang. y; 
‘2 


und macht man u = in, damit das erfte Dreheck gieich — 
ſOentuicht ſey, ſo wird man noch folgende Sleichung ie i 
ben: 


* tang. = Z=co.M tang. im; . 
2 





man hat alsdann: 
fa = af, fy V far = af, &c. 
Bir werden aber hier bemerfen,, day diefe Tonftkuctiön, 
eben das für das fphärifche Dreyeck iſt, was die Eonftrus | 
tion des ägten Problenis der geontetrifihen Fragen in der ' 
Arithmetik von Newton fuͤr die gradlinigten Dreyecke if 
In der That, wenn man die ſphaͤriſchen Dreyecke,4 
deren Seiten, m, iz, y, find; geradlinigt macht, fo vers 
wandeln fih die Gleichungen hier oben In Ä 
j sam cos. M, upy=azcos.H, x+ zm=2ycos.M,&e, i 
“| 


⸗ 
‘ 
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68. ift leicht zu beweifen, daß aledann die Zunftion 


, sin. M 
ı den Winfel, von "welchem _— 





der Sinus:ift, pros 


ortional wird, fo daß wenn inan die Seite m für den 
inus Des entgegengefegten | Winkels M nimmt, man ‘has 
en wid: 

z - sin, aM,‘ y sin. 3M &c. 


| 82. on 

Wir haben ung ein wenig bei den Eigenſchaften der 
unftionen don der Form Fu, Aufgehalten , well die 
eometer ſich diel damit befchäftiget Haben, und dıefe 
unktionen fih in der Auflöfung mehrerer Probleme 
igen. 

Verlangt man z. B. die Behwegung eines Pendels, 
elches auf eine beliebige Art ſchwinget. Man nenne y 
e Länge des Pendels, * der Winfel um welchem et 
‚ einem belitbigen Augenblick von der Isthrechten Linie 
zweicht, “der größte Werth bon * und 4 der Fleinfte 
zerth, und die Schwere fege man der Einheit ‚gleich 
rner made mat, Ä 


cos. — cos. ? y 
sinus (te , 

cos. BñC — cos. & 

vl cos. * — Eos, e" R 
fs = 
(coS. 8 * cos.a) 4 sin. io) 
= vi ‚2(cosß + cos.e). 3 
cos. ß + cos. “°’ + Sins ;)» 


‚ wird man Avıfu, für den Ausdruck der Zeit haben, 
m dem niedrigftien Punft an, indem man ivie bheit 
rausſetet; 
| N 
, — 
Fu - Ta — sin. u?) 

| Die 
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4 Die Winkelgeſchwindigkeit der unwatzung um die 

lothrechte Linie wird durch | 
V 2 sin. «sin. B 

vr. sin.%? + Y(cos = + cos. A) 6)’ 

ausgedrückt werden, und wird folglich Null, wenn der. 

Pendel durch die lothrechte Line gehen wird, in welchen 

Zelle man # = a hats dieſes iſt der Fall, der gemöhns . 

lihen Sthwingungen, | u 


84. 


Man ann dasjenige Verfahren, burch welches mal 
die abgeleiteten Sunftionen und Gleichungen finder, di 
secte Analpfis'nennen, weil. e& in der That nur auf]. 
directe Methoden gearändet if, und nur Operationen 
gebraucht, welche man durch die Kegeln, weiche mir auß, 
einander gefett haben, immer ausführen‘ fann. Aber dis - 
Art, um von diefen Funktionen und Gleichungen zu de . 
“nen zurüczufommen, von welchen fie abgeleitet werden 
koͤnnen, und die man als ihre urfprünglichen anfehen fann,|_ 
machet einen andern Theil der Analyfid der Funftionl_ 
aus, welchen man die umgefehrte Analyſts nem] 
nen fann, weil fie von denfelden Methoden und Regelind 
ebhängt, aber umgefehrt genonmen, und welche ſich 
nicht immer mit derfelben Leichtigkeit und Erfolg anwens 
. den laflen. Es iſt mit dieſen beyden Theilen der Analyfäy. 
der Funktionen, wie mit denen der Arithmatik und der 
Algebra; „welche zum Gegenftand die directen Dperatiös; 
nen der Multiplifation, die Erhebung zu Potenzen, u 
‚die umgekehrten Operationen der Divifion und die A 
'jiehupg ber Wurzeln haben. Die Operationen der : 
fien Art, find immer durch die befannten Regeln möge 
ih, und ‚geben beftändig genaue Reſultate; die, Dei 
smenten: 






















A ed. _ nr 
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N 
venten Art, find es im Gegentheil nur in gewiſſen 
allen, zum wenigſten ſtrenge genommen, und inallen ans 
ven Källen fönnen fie nur Näherungsrefultate geben. 

Die directe Analyfis der Funktionen ift alfo in der 
Regeln enthalten, welche wir gegeben haben, um die abs 
gleiteten Funktionen zu finden, wenigſtens, was die 
Funktionen einer.einzigen veränderlihen Größe anbetrift. 
Was die umgefehrte Analyſis betrifft, fo hängt fie von 
denfelden Regeln ab; aber die Schwierigkeit beftehet in 
ihrer Anwendung auf verjchiedene Fälle. 

Wir haben die befannten Methoden für die vorzuͤglich⸗ 
fen Formen der Funktionen und Öleidungen angezeigt, und 
wir haben uns hauptfählid Mühe gegeben, die allges 
meinen Principien dieſer ungefehrten Analyſis vecht zu 
beftimmen. Ä Ä | 

Da unfre Abſicht nicht ift, eine velfftändige Abhands 
ung davon zu geben, fo wollen mir hier meiter Feine 
Details beyfügen; aber diejenigen, welche den Differenz 
ialcalcul verftehen , koͤnnen nıcht fehlen, die Gleich⸗ 
drmigkeit der Analyfiß der Funktionen, mit diefem Cal⸗ 
ul, und die Uebereinfiimmung der directen und umges 
ehrten. Analyfis, mit den beyden Theilen diefes Ealeuls, 
velche man Differential: und XntegralsCalcuf 
tennet, zu. bemerfen. Alfo wird esihnen-leichte feyn, wenn. 
fie es für gut finden, die verfchiedne Methoden von In⸗ 
kegrationen, ſo bis jet gefunden find, zu den Zunftionen 
überzutragen, Wir werden weiter unten auf eine Die: 
recte und ftrenge Art dieſe Sleichförmigfeit beweiſen. 
ir hätten fonar da anfangen fönnen und auf die Art. 
fegleich unfre Analyfis der Funktionen auf den, Differen, 
Halcalcul zurücführen fönnen; aber der Weg, - welchen 
dir genommen Haben, hat uns der befte gefchienen, um. 
| K unſer 
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unſer Vorhaben ausfuͤhren zu Fönnen , welches ein⸗ 
zig darin beſtehet, dieſen Zweig der Analyſis m'it ber. 
Elementar⸗Analyſis zu verbinden, ohne ſie von irgend ei⸗ 
ner, fremden Betrachtung abhängen zu laſſen, oder ſelbſt 
etwas davon zu entlehnen. 


| 83. 
Mir haben jegt nur von den Zunftionen einer ein | 
zigen veränderlihen Größe gehandelt; es ift nicht ſchwer, 
die Theorie dieſer Funktionen auf die Funktionen von. 
zwey oder mehrern veränderlichen Größen auszudehnen. 
Es fen Fx,y) eine beliebige Funktion von zwey ver 
anderliden Größen x und y, welche man al® wnabhän: | 
. gig eine von der andern anfi eht. Wenn man in .diefer | 
Funktion zu gleicher Zeit x + i an die Stelle von x, und fi 
y-+ 0, an die Etelle von y feet, (i und o find. zwey 
——— Groͤßen) und man nachher die neue Zunftion | 
| Fk + y+0%) 
nach den. fteigenden Potenzen von i und o .entwidelt, h 
iſt es deutlich, daf das erfte Glied, ohne i oder o, fix,y) E: 
fegn wird‘, und daß die.andern, neue Aunftionen von x. 
und von y, nad einander durch i, o, i°, io, 0°, 1°, &c 
multipliziert, feyn werden. Diefe Funktionen entftehen aus 
der urfprünglichen Funftion fox, y), und das Geſetz J 
dieſer Ableitung ſoll beſtimmt werden. U 
Um auf die einfacheſte Art dahin zu gelangen, wird 
man bey der Vorausfegyug anfangen, daß nur die vers 
aͤnderliche Größe x Da wäre, welche x +4 i würde, die vers! 
änderliche Größe y aber diefelbe bliebe. In diefem Fake, 
went man, wie man bis jet gethan hat, durch ff’, f" 
fr, ee. die erften, zweyten, dritten &c. Yunftionen in? 
Bezlehung auf x allein bezeichnet, wird man haben-! 
 fix+ 










7 
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SCHNSFSNH IH ner + 


— fo y)+ &c. 


Wir wollen jetzt durchgehends > an die Stelle von 
y fetzen. Man hat 
fa + b yrtoa=fay + 0) + if/(z, y + 0) 


+ — yto + FR yro)+ ze 


Wenn, man jegt durch fi In Fon ke. die! erſten, zweyten, 
dritten, &c. Funktionen in Beziehung auf. y allein ber 
wichnet, fo ift es deutlich, daß die Funktion 

F(x, y+ 0) 
als eine Funktion von y + o betrachtet, und unabhaͤn, 
gig von x werden wird 


2 2 
FEN HEN + Frl + fm y) +, 


Ehen fo, wenn nıan immer vorauſſetzet, daß die Striche 
unten an dem Buchſtaben f erfte, zweyte &c. Zunftionen 
in Beziehung auf y, ſchon durch f', f, &e. bezeichnete 
Funktionen bezeichnet, fo hat man: 


fs y+o)sf' (x, y ꝓ0f.(x, ) m &y) + &e. 


. 3 
FRISTEN HEN) + RT + Kr. 


A. ſ. w. 

Weonn man alſo dieſe Subſtitutionen macht, und die 
Glieder nach den Potenzen und BProducten vop i und © 
sednet , fo hat man: \ 
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— + ,y+t 0) = f(x, y) + if’, ) + of, y) 

——— rer fu y)+ ff a) 

+ —R + ae y) + fu 7 I+ & 
wo die allgemeine Form der Glieder ift 


jm ou m ) 
Wem) Was m ’ 




















In dem ſo eben 33 Die utwicelumgon 
f@+i,y+o 

zu erhalten, Haben wir durch die Subftitution von. x Fi. 
ſtatt x in f(x, y) angefangen, und wir haben nach i ent“ 
widelt, nachher haben wir in allen Gliedern dieſer Entwfr 
delung y + o für y gefegt, und haben nachher nach 
o entwicelt. Es ift aber fichtbar, daß man identifch daf 
felbe Refultat, haben würde, wenn man, durch die Sub! 
ftitution von y + o für y und durch die Entwidelung 
nah o anfinge, und daß man. nachher, diefe Subftites 
tionen bon x+i für x und die Entwicklung naht 
macht. Auf dieſe Art hätte man gleich die erſten, z 
ten &c, Zunftionen in Beziehung auf y, nemlich & (x,y 
ACx, y) &c. Nachgehens wird man von diefen hier die erftei 
zweyten Funktionen u. ſ. w. haben, Die zufolge der, eben fehl 
gefegten Bezeichnung, buch F’Ca,y), F"’y), &c Piuph * 
Fr''Cx,y)&e. dargeftellt werden; und man wird alio dieſelbe 
Formel wie oben erhalten; wie es ſeyn ſoll. In dem erſten Ver⸗ 
fahren erhaͤlt man die Funktion 5x, y), wenn man gleich— 
die erfte Funktion von f(x, y) in Beziehung auf x nimmt 
welches f(x, y) giebt, und nachher Die erfte Funktion vor 
diefer hier in Beziehung. auf y; und im zweyten Verfahr 
ven erhält man dieſelbe Santtion, wenn man gleich bie 
€ 







’ 
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fe Funktion von fCx, y) in Beziehung auf y, welches 
(x, y) giebt, nimmt, und nachher die erſte Funftion 
un diefer hier in Beziehung auf x. Daraus folget, daß 
; einerlen ift, in welcher Ordnung die Operation vorge⸗ 
ommen wird, die nothmwendig iſt, um von derjurfprängs 
Hen Sunftien fx, y) zu der abgeleiteten Sunftion fx, 
| überzugehen, und da man daſſelbe von den andern 
unftionen, welche pben und unten an der Charafteriftif 
mit Streichen bezeichnet find, ſagen foll, fo fann man 
raus überhaupt ſchließen, daß die Operationen, welche 
ech dieſe Striche angezeiget ind, Ducchaus unter ſich 
abhängig find, und daß fie zu denfelben Refultaten 
been , weiche Dednung man auch befolget, indem man 
» erftien Funktionen -in_ Beziehung auf x und auf 
eine jede durch die obern oder untern Striche. ange: 
gt, nimmt. Man wird alfo 3. B. ebenfalls den Werth 
n Ca, y) haben, wenn man die zweyte Funktion von 
x, y) in Beziehung auf x. nimmt, und. nachher bie er⸗ 
: Sunftion von Diefer hier in Beziehung auf y, oder 
enn man gleich die erfte Funktion von fix, y) in Bes 
hung auf y, und nachher die zweyte Zunftion bon dies 
e hier in. Beziehung -auf x nimmt, oder auch, wenn 
an die erfle Funftion von f(x, y) in Beziehung auf x, 
ichher die erfte Funktion von. diefer in Beziehung auf 
‚und endfich die erfte Sunftion diefer letztern in Bezie⸗ 
ing auf x, und, eben fo mit den andern. . 
Es ſey z. B., 87 
| fo, = x Vlaxy + Pr 
‚wird man die erſte Funktion, in Beziehung auf x haben: 
)* Vlaxy * y”) + Fa #73 

8 3 und 
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und ihre erſte Zunftion in Beziehung auf y wird ſeyn: | 
x’ + xy 
Var m FD 
nachher wird die erfte Funktion von Fo y) in Bezie⸗ 
bung auf y, ſeyn: 
Lay + 'x’y 
" v (2xy + y’) (2xy r y 234 
“und die erfte Kunftion von x, y) in Beziehung auf x- 
wird feyn: 
+7 (x* + xy)y , 
— ——— — — c— mn — , (x, . 
Ä Yarr +y‘) (xy + y”)® Fan 
- Obgleich. diefe heyden Ausdruͤcke von %/x, y) verfchieben 
feinen, fo find fie dennoch ibentifh, denn fie werden 
ſich die eine ſowohl als die andere auf 








sy), 





3x’y + 3xy? + y° | 
— — — 
xy +’ 


zuruͤckfuͤhren laſen. | 

Nachher wenn man die erfte Funktion von fs y 

in Beziehung auf x, das heißt, die zweyte Kunftion 3 
6 y in Vellehuns auf x, nimmt, ſo hat man: 

xy — + 25 

| * Fr )” (axy+y? Ey  (axy +3 rt 

und nimmt man jegt die erfte Funktion von dieſer hiert 

in Beziehung auf y, ſo hat man nach den Reductionen 

LE Era 

@xy + —* | 

Eben fo, wenn man die erfte Zunftion von /,‘Cx, ni 
Beziehung auf x nimmt, fo wird man finden: 


Ga n a It7, N 

F ay+y | 
U 1 W. J 
8 


t 
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Hieraus folget, daß um gegebene Zunktionen bon x 
und y für abgeleitete Funktionen von.einer und derfelben 
urfpröngfichen Funktion nehmen zu Fönnenn, fie gewiſſen 


. Bedingungen genuͤge feiften müffen, 


Alſo, wenn | 
F(x, y) und e(x, y) 


‚von x, y, gegebne Funktionen vorflellen: fo. muß, damitman 


vorauffegen fan, daß N 
Rx,y)=f'&y. und (x, y) = fo y ſey, 
‚man haben: 


ay)= FF y)= 0% y). 
Und überhaupt, damit man vorauffegen kann 


F(x, y) —— y) und 46. y) =/% ) 


muͤßte man haben: 
m—x, ) Fr(x, ) * Y). 
* Has 2 J Me y 6 y) 


: Zum Bepfpiel, wenn 





x 
Fa, y)= ——— 4x; y) ur vorne 


x er Y +y 
ſo kann man vorauſſetzen 
F(, y) = f(x, Y)ı (x; y) = fi pi 


denn man findet, 


BR M — A = 6 )ꝛ 


aber man kann nicht vorauſſetzen | u 
Fix, y) = f,'& y) und 8, y) =f'(s, y); 


% 


‚ denn dann müßte 


P, )) 9, y) 
ſeyn, weiches night ft. | 


0 2a 89. 
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84. ——— 

Die Funktionen von zwey veraͤnderlichen Groͤßen gun; 
zeugen alfo in Beziehung einer jeden dieſer veränderlichen ' 
Größen verſchiedne Arten von abgeleiteten Zunftionen. * 
Da wir diejenigen abgeleiteten Funktionen, welche ſich 

* 





auf eine der veraͤnderlichen Größen x beziehen, durch die 
obern Striche, und durch die untern Striche Diejenigen | 
abgeleiteten Zunftionen, welche ſich auf die andere De 
Anderliche Größe y beziehen, unterfchieden haben, fo wer⸗ 
den wir, erfie, zweyte &c. Funktionen nah x oder 
y, diejenigen Sunftionen nennen, welche durch die einwf. 
gen, oberen oder unteren Striche, bezeichnet find, und. wie 
werden die zugleich oben und unten bezeichnete Zunftigs 
nen nur primo erfte, fecundo zweyten, primo sweptent 
u. fe w. nennen; indem wir den obern Strich zuerft undf 
den untern Strich zuletzt ausſprechen. 











Dem gemäß, mag” wir für die Funftionen 
ner einzigen veränderlichen Größe ausgeuͤbt haben, ’ 
ten wir, wenn man z als eine Zunftion von x und]! 
y anfieht, durch 2’, z,, 2”, z,’, z,,, &c. dieſe verfchiednef 
abgeleiteten Zunftionen, bezeichnen, und bey dem Bud 
ftabe z- diefetden Striche anbringen, welche man bey dee 
Carakteriſtik f der Sunftion fix, y) anbringen würde und z 
die, wie man annimmt, den Werth. von z vorftellt, und | 
man wird diefe Funktionen auf diefelbe Art nennen, | 

Wenn alſo x, x i und y, y — o mid, fo wird. 
die Größe z. (Funktion don x, y,) werden (no. 85. I. 4 


z+ iz + iz, +7 2“ 4 ioz,f. +2 Zu 
+ Eu zit + io 2,1‘ + — Bu + 2 Zu} + &c 
2.3 .0% 2° 2.3 * SR 

. 3, das 


\ D 
4.20 ., ” v 


io. 
d 
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$ allgemeine Glied diefer Reihe ift, wie an ben eı etz. 
hnten Dre 


im on m 
Ua. m Mearavıın) Zı 
1.2.3... m) (1L.2.3...0) 2, 

91. 


In Betreff der Urt, wie man dieſe verſchiedne Funk 
mnen “finder, iſt es Far, daß man nur dieſelben Re⸗ 
in, als die für die Funktionen einer einsigen veränders 
ben Größe, zu befolgen braucht; die obern Striche der _ 
wofterifif zeigen die Ordnung ber abgelciteten Funk⸗ 
nen, in Beziehung auf x allein an; und die untern 
teiche zeigen .die Ordnung der abgeleiteten Funktionen. 
Deziehung auf y allein an: wenn man alfo die erſten 
ınftionen von z nach x und y, nimmt, fo wird man die 
erthe von 2’ und. z, Haben; und daraus, wenn man 
b einmal die erften Funktionen in Beziehung auf x 
ıd auf y nimmt, wird man. die apgelciteten Funktionen 
2 zweyten Ordnung z’, z‘, z,, haben; u. f. w. 

Es ift gut, wenn man bier bemerft, dag für- die 
unftionen von zwey vesänderlichen Größen es zwey ab⸗ 
jeitete Sunftionen der erften Drdnung 2’ und z, drey ven. 
r zweyten Ordnung 2“, z,', z,,, dc. giebt, fo daß für. 
e Drdnung mm eine Anzahl von mr, abgeleiteten Sunfs. 
men fenn werden. 


u » 9 | 

Wenn die Zunftion z nur durch eine Gleichung zwi⸗ 

ben x, y, 23, gegeben wäre , fo. würde man ermägen,, 

af, Da. diefe Gleichung flatt Häden: fol, was auch Die 

Berthe von x und y fenn mögen, fo daß, wenn mon 

ach dieſer Subſtitution dig Patenzen und Producten von, 
. K5 ung 


PETE Te une "DEEP = —* 
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Lund o, entwickelt, die Glieder, welche durch ein unt 
felbe Potenz oder Product von ı und o, multipliziert 
getrennte Gleichungen bilden muͤſſen. Aber wir haben 
gefehen, daß in der Entwicelung einer Kunftion don x 
y, die Glieder, die durch i multipligiet find, die erſte F 
tion nad x geben, die, fo durch 0 multiplizirt find, 9 


die erſte nad 7. die durch — z mutige geben die zu 
Funktion nach x ger 


1 


Hat man atfo eine beliebige Gleichung zwifchen x; 


“und fieht man z ale eine Zunftien von x und y, durch 
Gleichung gegeben, an, ſo kann man, wenn man die 


ſchiedene von allen dieſen Gliedern abgeleitete Funktit 
nimmt, eben ſo viele abgeleitete Gleichungen von verſ 


dener Ordnung daraus ziehen, die man ebenfalls er 


« 
- 


zweyte &c. Gleichungen nach x oder y, prima erf 
feeundo. erften u kw. Gleichungen, und überha 
abgeleitete Gfeihungen non der erfien £ 


nung, don der zweyten Drdnung &c. nennent 


Diefe Gleichungen dienen, die Werthe von z’, z, 


2, &c. zu finden. Wenn man alfo dur Flx, ; 


== o die vorgegebene Gleichung für die Beftimmung 


2 vorftellet und man nur durch , 


E'(x), Fty), F\z) 
die. erften Sunftionen von F(x, y, z), in Beziehung 


xX. yı 2, welche man ale von einander getrennt und alg u 
böngige vetänderliche Größen betrachtet, bezeichnet, fo 


teicht , durch die feftggfegten Principien (no. 31.) fin 


Funktionen einer einzigen veränderlibden Größe zı 


‘ 


hen, daß 
u iiPl) pzF’a) 


—⸗ 
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as ‚mit i behaftete Glied, und 
| oLF’(y) + 2, FK2)] 
8 mit o behaftete Glied in der Enttöicelung von 
(z, y, 2) feyn wird, nachdem nenlih x -Fi und y 40 
tt x, und y fubflituirt ifte 2 iſt als eine Funktion von, 
und y angefehen, Zu 

Alfo, wird J 









| F’C(x) + z’ F‘(z) 
ie erfte Zunftion in Beziehung auf x fen, und. 
Fly) + 2, FA2) 
ie erfte Kunftion in Beziehung auf: von F(æ, y, 2) y feons 
dag man folgende zwey erfteßleichungen haben wird. 
FG) +. Fi)= 0 F'iy + zı F(z) = 6; 


F'(x) FD 0. 

a 170 SE 70) 

Bat man auf diefe Art die Werthe von z’ und z,, fo. 
wird man die von 2’, z/,, z,, &c. daraus ableiten, wenn 
man von neuem die erſten Zunftionen von Diefer Hier im, 
Beziehung auf x uud y nimmt; und fo weiter, 


| 93- Ä 
k Man Fannauch unmittelbar dieſe Theorie, zu der Theorie 
der Zunftionen einer veraͤnderlichen Groͤße zuruͤckrufen, wenn 
. man z als in x und y gegeben, und y als eine unbe— 
fimmte Funktion von x anfieht. Wenn man alfo z zus 
erft als eine Funktion von x anfieht, fo wird die erſte 
Funktion von F(X, y, 2) durch die Principien von no. 31. 
feyn: 
Fo) + y’ Fi + 2’Filz); 
aber da z als eine Funktion von x und yı und y als ei⸗ 
mM Zunftion von x betrachtet iſt, fa wird die erſte Funk⸗ 
| tion 


\ 
x ! ! 
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tion von z dur 2° + yl.z, bongeftellt werden; fehet m 
diefen Werth) an die Stelle von =’, fo hat man: '- 
Fo) +’ d+yY[lPM + .Fin} 

für d e erſte Sunftion von F(x, y, 2). 

Hat, mon alfo die Gleichung 

Fix, y, 2,) = 0. 

fo wird man die erſte Gfeihung haben . 

Fix) y’[F’Q) + »F’@)) = 0 
Da aber y eine. unbefiimmte Funktion von x ift, fo. um 
die vorhergehende Gleichung ftatt Haben, mas au Du 
Zunftion bon y’ fey; fie muß fi alſo in folgende. zwez 
zerlegen, 

F¶x) + 2’F’(z) + O,. F'y) +2 Fe) = = O0, i 

| Man Fönnte auf diefelbe Art die abgeleiteten eu 
ungen höherer Ordnung finden, 


| 
94 


Weil die abgeleiteten Funktionen von zwey veränden 
lichen Groͤßen ſich auf dieſelbe Art und durch diefelbe 
Kegeln bilden, indem man eine jede veraͤnderliche Gt 
he getrennt und nach einander betrachtet, fo folget da 
aus, daß alles das, maß wir von den Zu: iktionen eine 
einzigen veränderlichen Größe erwieſen haben, ſich eben 
falls auf die Funktionen zweyer veraͤnderlichen Groͤßen 
anwenden laͤßt. on 

Es wird alſo leicht ſeyn, die allgemeine Metheda 
welche wir für die Entwickelung in rationallen Reihen ed 
nee, jeden. Sunftion einer beränderlichen Gröfe gege 
ben haben, auf die Zunftionen zweyer veränderfichei 
Größen auszudehnen und ähnliche Refuftate daraus abzu 
biten. (Man ſehe den zweyten Tgein: a 
End 


l 


N \ 
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Endlich iR es auch fihtbar, daß man durch dieſelben 

rincipien die Funktionen ton drey oder einer groͤßern 
nzahl von veraͤnderlichen Groͤßen behandeln kanm, weil 
a nur dieſelben Operationen für‘ jede geränderliche, 
sröße befonders zu wiederholen braucht. 
Wir werden uns alfo hier begnügen, die wichtigſten 
rachtungen über die Natur und den Gebrauch det 
geleiteten Sunftionen und Gleichungen zwiſchen drey 
ränderlichen Größen darzuftellen. 










95. 
Wir wollen überhaupt die Gleichung 
Fx,y ) 0 

etrachten; ſie giebt (no. 92) die beyden erſten Glei⸗ 
ungen 
Fix) $ z’F’(r) =o und F(y) + z, FG) = 0 
velche daher zu gleicher Zeit wie die vorgegebene Gleis 

ung ftatt haben werden. Alfo wird eine beliebige Com⸗ 

ation dieſer dreh Gleichungen ebenfalls ſtatt haben, 
md wird mithin ſtatt der urſpruͤnglichen Gleichung die⸗ 
koͤnnen. 
Es ſeyen a und b zweyp beliebige beſtaͤndige Groͤßen 
in der Funktion F(y, y, z) enthalten find, dieſe bes 
digen Größen werden diefelben in den abgeleiteten Funk⸗ 
onen 








FAX), Fy), Ft) 
n; alfo wird man durch die drey Gleichungen, von 
en hier die Rede ift, diefe beyden beftändigen Größen 
ſiminiren fönnen, und die daraus entftehende Gleichung 
d eine Gleichung von der erften Drdnung zwiſchen 
x, y, 2, 2" und z, ſeyn, welche ˖ ziwey beſtaͤndige Groͤßen 
iger, ale die urſpruͤngliche Gleichung, enthalten wird. 
Wenn 
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Wenn man alfo umgekehrt für die Beſtimmung v 
in x und y nur eine Gleichung von der erſten Dedr 
zwiſchen x, y, z, 2’ und z, hat, fo müßte Die urfpr 
liche Gleichung jeifen x, y, und z, zwey willkuͤhr 
beſtaͤndige Größen enthalten. 

Dieſes iſt mit dem, mas wir in Beriehung auf 
Bunftionen einer einzigen veränderlichen Größe (no. 
gefehen haben, analog. Aber wir haben auch (no. 
gefehen, daß die millführlihe Größe, welche in der 
ſpruͤnglichen Gleichung ſich finden fol, nicht beftändig 
kann, und demnach durch die Eliminirung diefelbe € 
hung der erften Ordnung geben kann. Daffelbe £ 
alfo hier Fatt Haben, und man kann -Teicht begrei 
daß man doch noch diefelbe Gfeihung von der ei 
Drdnung, durch die Eliminirung der benden toillfährli 
Größen a und b, obgleich fie nicht bejtändig find, he 
wird, wenn nur die beyden erfien Gleichungen, noch 
derfelben Form. find. | 

Wie wollen bloß dur Fa) und F’(b) die 'cı 
Sunftionen von Fix, y; 2)» in Beziehung auf die € 
fen a und b genommen, welche in diefer lebten Funk 
enthalten find, bezeichnen. Es ift leicht durch die fei 
festen Principien zu fehen, daß wenn a und b als Fi 
tionen. von x und y angefehen werden, Die ı 
Funktion von F(x, y, z) in Beziehung auf x verme 
fenn müßte, wegen der zwey neuen veränderlichen 6 
gen a und b um die Größe 

a’Fla) + b’/F’Cb), 
und daf die erfte Funktion in Beziehung auf y, ebenf 
um die Größe 
| ‚a,F’(a) + b,r'(b) 
dermehret feyn müßte. 


-\ 
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; Bir wollen b == fa annehmen, fo hat man b’ == 
fa (no. 31) und folglih auch, b, = a,f’a; alfo bie 
Brößen, die man den beyden erften Zunftionen beyfuͤgen 
a, werden ſeyn: | 
. a’LF’(a) + fa X F’(b)], und a,LF‘a) + fla X F/(b)]} 
lich werden fie zu gleicher Zeit verfchwinden, wenn 
Ban a fo nimmt, daß fie der Gleichung 
Ga) fax fb)=d 
ge leidet; die Funktion fa von a, die man für b ge: 
men bat bleibt ganzlıh willkuͤhrlich. 
: Hieraus folgen alfo diefe wichtigen Concluſionen? 
- tens: Daß die urſpruͤngliche Gleidung, welche Übers 
pt einer Gleihung der erften Ordnung genäge leiftet, 
jne willkuͤhrliche Zunftion enthalten muß. 
otens: Daß, wenn man für eine von der erften Ord⸗ 
g gegebene Gleichung eine urſpruͤngliche Gleichung 
F(x, y, 2) 0 | 
det, welche zwey mwilltührliche beftändige Größen a und 
enthält, man nur b == fa zu machen und a fo zu nehs 
n braucht, daß fie der Gleichung 
F(@) rfaxFfiyoo 
nüge feiftet; die durch fa bezeichnete Zunftion wird die 
illkͤhrliche Funktien feyn. 
=. 3tend: Daß, wenn man eine beliebige Gleichung zwi⸗ 
kben x,.y, z, welche eine gegebene Zunktion enthält, hat, 
han eine Gleichung von der erften Drdnung, md dieſe 
dunktion fich nicht mehr befindet, davon ableiten kann. 
in der That, wenn ep die Zunftion ifi, die man vers 
Hwinden laſſen will, (p ift eine von x, y, z gegebene 
Bunftion) fo braucht man nur die beyden erſten Glei⸗ 
hungen nach x und nach y der vorgegebenen Gleichung 
u nehmen, und man wird drey Gleichungen Haben, 
| welche 









* 
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welche @p und @’p in fi halten werden, durch e'p bes 
“ zeichnet man die erfte Funktion von pp in Beziehung. > 
p. genommen. Wenn man daraus diefe beyde Funftie 
eliminirt, fo entftehet eine Gleichung der erften Ordnung; 
wo die Funktion pp fi nicht mehr befindet, . 
| 96. 
Es ſey z. B. 

z— ax — by-ce=.6 
eine gegebene Gleichung; die beyden erſten Gleichun 
werden dann ſeyn 
| N !—-am=20, u—b=o . 
Eliminirt man a und b aus diefen drey Gfeichungens 1 

wird man die Gleichung von der erſten Ordnung 


z— x2z yy— c=0, 
haben ‚don weiber N. - 
2 — ax — by — c=o 


die urſpruͤngliche Gleichung ſeyn wird, wo a und b di 
beftandigen millführlichen Größen find. F 
Wenn man jetzt 

2 — ax — by — * F(x, .2) 
annimmt, fo hat man: ' 
Fa)=—x, F[)=—y. | 
Man macht alfo b = fa, fo wird die Gleichung um “ 
zu beftimmen ſeyn 
— x - ,fih= I, 
woraus man erhaͤlt: 
F ; 
welches giebt: 


0 ERS 


bezeichnet: bie umgefehrte Sunfifon bon 2 Alſo, 
die 


- 
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die Funktion / unbeftimmt ft, fo wird es Die Funktion 
au fen; alfo werden a und b zwey unbejtimmte 
















Sunftionen von — feyn, . oder vielmehr, abhängig 
son einer und derfeiben unbeftimmten &unftion von 


n und b + = wird folglich eine unbeftimmte Funktion 


don — ſeyn. Wird alfo diefe Funktion nur durch Pe 
net, fo wird die uefpeängliche Gleichung werden: 
2 — y0 — e=0 
Y 


immt man die bepden- erfien Gleichungen von biefer 
iee, fo bat man: 
x x 
vyd.oımo, und 2,904. = O 
YYy° Y 


⸗ 


@liminiet man aus den drey Gleichungen die beyden 


inbekannten F und 0 = fo hat man, mie 


" 2 — xl — y, —e=0o, 
e die abgeleitete Gleichung der erfien Ordnung, von 


er Kunftion 9 - befreyet, 
97. | 
Diefe Eigenſchaft der erften Gleichungen, weiche dazu 
ienen fann, eine:beliebige Funktion verfchwinden zu laflen, 
R in vielen Faͤllen fehr nüglih, und vorzüglich bey den 
entwichelungen in einer Reihe, 
Um ein Beyſpiel zu geben, ſey die Gleichung 
az eu X + yf: 
ZZ 2 fuͤr 
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für die Beſtimmung von z vorgegeben, und fr eine | 
bige Funftion von z. Wir wollen annehmen, da 
den Werth von z in einer Reihe nach den Potenzen 
y verfängte, fo ift es fichtbar, daß die beyden € 
. Glieder x + yfx ſeyn werden; und wenn, um die 
genden Glieder zu finden, man 
smxtyfx + Ay" +By’ + &e. 
annehme, ſo müßte man die Zunftion fz nach den 
zenzen von y tntwideln, und nachher die Glieder ver 
en, um bie Werthe A, B, &c. beſtimmen zu Fön 
‚aber man wärde auf dieſe Art nicht das Geſetz d 
Werthe haben. Es wäre alfo vortheilhaft, wenn: 
‚ftatt der vorgegebenen Gleichung, eine Gleichung von 
erften Drdnung, gebrauchte, wo die Zunftion fz fich | 
befindete. 

Menn man alfo die erften Gleichungen nad x 
nad y nimmt, fo wird man haben: 

!=ır yfe.’,ımdz,=fz + yf'r.z. 
Man bezeichnet Durch /’z die erſte Funktion von f 
Beziehung aufız. Eliminirt man /’z, fo Hat man fog 

| 2, — ıfz = eo, 
Aber die urfprüngliche: Gleichung giebt. 


A x 





R 


ZZ y 

Wenn man alfo dleſen Werth in der letzten Gleich 
fubftituiet, fo wird man folgende Gleichung von da 
ſten Ordnung von fz befreyet haben«s 

e/(z — x) — y2, — 0. 
| Da das erfte Glied des Ausdrucks von z in der R 
von y augenſcheinlich x iſt, ſo wollen wir im allge 
nen annehmen:: 
=x+Aäy Hör + .Cy’ + 86. 
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AB, c, u. f. w. find Zunftionen von x. Wir haben alfo 
z=ı-+AYy By + CYy’ + &c. 

N Be, &e.' find die erſte Sunftionen von A, B, &c., und ale 
Sunftionen von x angefehn. 
Ferner 
| z, =A + 2By + 3C0y? + 4Dy’ + &e. 
Benn man alfo dieſe Werthe fubftituirt, fo erhält män: 

‚({FAy+By’ Hey’ +&c) (A+ By +Cy’+&e) 
, — A — 2By — 3Cy’ — de. = 0: 
behmiich 

„(AA — By GA + ABI — cc) y’ 

+ (CA + BEI + AC/ — 3D)y' + &e.=03 

woraus man were erhält: 


D=- 00 + BB’ + CA), &e. 

Dier bleibt die Größe A Unsekimmt Wit haben aber 

ſchon gefchen, daß die beyden erften Glieder von z in 

ber vorgegebenen Gleichung x + yx ſind, folglich wird 
han Haben: 

A == fx; und dadurch A? ef, Ba=rkfx, | 

B S yx fi + for alle 

c-- 1 fx fr +f.f'9), & 


Unterfucht man aber die Ausdruͤcke bon B, c, ie, 
ö fichet man gleich, daß man fie unter folgende Form 


ui 





— iu + — By, E= pr (AD + BC’); &e. 


‚man abereup durch das ichen 0) die er 
L 2 u fie 
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ſte Funktion nad x, von der Größe, fo in diefen beyden 
Haakens enthalten iſt, bejeihnet. Macht man die nah 
einander folgenden Subftitutionen, fo findet man, daß 
diefe Ausdrüce ſich auf folgende weit einfachern rede 
ciren: 


1 1 . „ . 
m IE lan Er —* 










Man bezeichnet Hier durch einen, zwey &c. Striche dit 
erften, zweyten &c. Sunftionen der Größen, welche zwiſchen 
den Haafens enthalten find, in Beziehung auf die ver 
änderliche Größe x; fo, daß wenn man. den Werth ven 
A ſubſtituirt, man eis hat: 
a=x+tyfs+Z rer er Fr 
J | (+86 |; 
dß. 4 
Wir wollen jegt vorausfegen, daß man den Werk: 
einer beliebigen Zunftion @= von z, ebenfalls nach 
Potenzen von y entividelt, verlangte. Man made d 
um 9z, und wenn man die’ erften Gleichungen nimmes 
um die Funktion 9 verfipwinden zu laſſen, fo wird man 
haben: 
“=dr..7,udu= —* z, 
woraus man erhält: | 
u  .z’ 


— u Ti. 


U 4, 
. _ u / ] _ . 
Subftituiet man den Werth von m der aus der Sfeichung] 


23 — x) — yz, =='ö 
der vorhergehenden Nummer gezogen iſt, fo Dat man 


folgende Sleihung von der erften Ordnung J 
| wa — x) —yu = 0 & 
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Vir wollen hier annehmen 
w=P+0y+Ry’ 4 8y' + &c., 
P,Q,R, &c. find Zunftionen von x. Subſtituirt man 
dieſen Werth, fo wie den oben gefunden von z, fo wird 

nan haben: j | 


Pay HR + Sy’ + elf + 2 fer) 


| \ 
+ Eur RUHE) Q—2RY—35y'— &c.0; 
heraus man erhält: | | 
= Pifx, aR = Qifx + — 35 3 R fx 


e2\/ I 1/4. 
+ en ——— (fx "5 
und fo weiter, 

Wenn mannun nach, einander die Werthe von Q, R, &c. 
fubſtituirt, fo kann man leicht wieder erkennen, daß die 
Ausdruͤcke dieſer Größen zu folgender einfachen Sorm 
ebracht werden koͤnnen: 


= Pfx,R= —PFEN, s= 25 (P/fx? I &c, 








Die Sunftion P- bleibt unbeftimmt, wegen der Eliminirung 

der Funktion 03 aber weil 
 a=g9z=9(x+yfx + &e), 

{0 ift es fihtbar, daß man P ='Px haben wird, und 

folglich Pu px. 

Endlich wird man alſo haben: 


— E—— 8 xfr’) + Zesfwyttse 


äne fehr merfwürbige Kormel, und. von einem großen 
Augen in der Analyßs, vorzuͤglich far die Rüdtehe der 
Reihen. 


- 


23 | | 9. 
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. Man könnte unmittelbar zu diefem Feten Refultaig. 
durch die Formel von no, 45. kommen. Der man 
brauchte nur u als eine Funktion von y anfehn, | 
die erſten zweyten &c. Kunftisnen von u, in. Beziehung pri ; 
y. zu fuchen, das heißt, die Werthe von u,, u, & 
Dane man hernach y = o, ſo hätte man 
uU, Zu ars &c. 


ehe die Soeffizienten P,Q, R, S, &e. der Reihe. 


Alles kommt alſo darauf au, daß man dieſe abgelen 
teten Funktionen findet und fie unter eine einfache aber 
regulaire Form bringe. Darum wollen wir die zwey 
erſten Gleihungen, die wir oben (no. 97, 98). gefunden 
| haben, wieder bornehmen :. 








uf. 
— z/fz * 0, und — * —. 
. u * 

Fr 


" Hieraus. folget: Ä 

u, m ulfz, und. z = z’fz, . 
Man. Hat alfo. ıtens . 
| u, = u’fz: 
atens wenn man die —* Funktionen nach y. nimmt, 
wm utfi + u z,f'. 

fr bezeichnet die erfte Funftipn von z in Beziehung auf 

2. Bon, der. erftern Gleichung erhält man auch dieſe ers 

fe Gleichung, in zesrbung auf x: 

‚' — — + ulz/f'2, f 

Wenn man alfo. — ſo hat man | { 

u,, = uf fz” -p au’. fzfz = (ut fz*)5; | 

Ztens. Wenn man nochmal die erſten Sanktionen iR Du 

| zichung, auf y nimmt, fo hat man: 


NW 
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u, (ufr’),; alfo wWfz’,=w' fr + au, fzfz. 
ubftituirt man die Werthe von u,’, und von z,, welche 
Ren gegeben find, fo hat man: 
(uf2r), = u'fz’ + 2u'z/f'z fr” e (u/fz’. 
nn man alfo die erftien Funktionen in Beziehung auf 
nimmt, fo hat man: | 
are, = at = um 
J w. 
Weil alſo um 9, f bat man u“ = z’plz, folglich 
yo z’plzfı, yv=(z’Yzfz‘), un? (z'plafı’)', &o 
‘z ift die erfte Funktion von o2 in Beziehung qufz allein, 
Wenn wir jegt y= a wagen, fo wird die vorges 
Beten Gleichung, 
z=x+ yf2, 
ten 2 * x; alſo 
2’ == 1, 02 = 9x, Plz x, und frz = fx 

within 


=, Q mg xfx,R= — (exfz*)s 


S= — ; (oiafa’ )", &Ke. 







zeigen, ſey die Gleichung 
2=x yæm 
rgegeben, x und y gegebene Größen, und man ver⸗ 
nge den Werth von. zu in einer Reihe, nach den Poten⸗ 
n 009 y, ſo made man: | 
fr = m, 2 2 
auch 
| fm, ox = x8, x me, 
man hat auf der Stelle:: 


KV 


Um durch eine Anwendung den Sesraid dieſer Kormel 
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=, Quenzinra- ı, R= — (z2mtn- 1y⸗ n(am-+n- - 
2 


un 5 

x2mEn-2, Sam —— "Rate m+n -1) zm-+n 
2. 2. 
xXImrn-3, & 

fo daß man haben wird: 
n(2m ** 

zU zu xn Tr nxmtr-ay 4 —— x3m4n-2 y* 

———— —* n—2) 


m4n-3%9? 
* 2.3, “ —* 
u 
| 100. 

Wir haben geſehen, wie man eine jede willführli: 
Sunftion, welche in einer gegebenen Funktion enthalt 
ift, durch ihre erften Sleihungen kann verſchwinden laſſe 
aber es ift noch ein iin einigem Betrachte einfacheres M 
tel da, um dahin gelangen zu Fönnen, welches tauf | 
Betrachtung, welche wir oben (no. 93) in. Antmendy 
gebracht haben, gegruͤndet iſt. 


.. Wir wollen im allgemeinen die Gleichung 
FE, y. 3, 0 p) 0, 

in welcher p gleich f(x, y, 2), ſey, betrachten. 

die beyden Funktionen, welche durch die Caraktere 

und f bezeichnet find, "gegeben find, und da die Funkt 


die durch den Carakter 0 bezeichnet iſt, willkoͤhrlich 


i 


fo kann man y als eine Sunftion von x annehmen, 
dar die erfte Funktion von p Null ift; dann fann p. 
eine beftändige Größe in der Funktion 

Fix, Yı 25 pP) 
behandelt werden; wenn man nur y durch die Be 
ae Te 9 
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gung beſtimmt, daß die erſte Funktion von f(x, y, 2) 
Ruf fey, 


Wir wollen nur durch 
Ex), F C(y), Filz) 
m eben fo durd . 
fa fo. Fo), 
die erften Funktionen von | 
F(&X,y» 2, 9p,) und von fix, y, 2) 
in Beziehung auf x, y. z ifolirt, genommen, begeichnen,, 
und fie als unabhängig anſehen, fo. wird man, mie an 
den erwähnten Drte, die zwey erften Gleichungen haben: 
F@&) +z Fe) +y [Ry). + 2,F'z)] = o, 
fwW rar y [f’o) +2,f@)l= o, 
„von welchen die erſte Sp, und die zweyte nicht p'enthal⸗ 
ten wird. Diefe Hier wird dazu, dienen, die unbes 
kannte Groͤße y‘ zw eliminiren ; und man wird zwey 
.. &leihungen haben, melde Hp. enthalten werden, und 
t durch welche man dieſe unbefannte Groͤße wird elimini⸗ 
ren fönnen. 






- Diefe Methode hat den Vortheil, daß man ſie auf 
Gleichungen, die mehrere willkuͤhrliche Funktionen von 
derſelben Funktion p enthalten, anwenden fann. 


Wirklich, wenn man die Gleichung 

1, Fxxy, 23 P, IP) =. 

‚hätte, fo würde man gleich, wie oben, eine Gleichung ven 
‚der erften Ordnung ohne die Funktion 6p finden, wel⸗ 
; he aber noch die Funktion xp enthalten mürde: nach⸗ 

‘fer, wenn man bey diefer Gleichung daſſelbe Verfahren 
anwendete und von neuem die Funktion y’, die in ihrer er⸗ 
Ren Gleichung durch Diefelbe obige Gleichung erfcbeinen 
ts - wird, 


welche von fp befreyt ſeyn werden; und man wird nus. ; 
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wird, eliminirt, ſo wird man eine Gleichung von der 
zweyton Ordnung haben, welche vp enthalten wird, 
und wodurch man dieſe Funktion, durch Huͤlfe der Glei— 
chung von der erſten Ordnung, eliminiren wird; und ſo 
weiter, welches auch immer die Anzahl der voitteührfis 
hen Zunftionen der nemlihen Große p feyn mag. \ 


Wenn aber die vorgegebene Sleihung die Zunks: 
tionen Op und *4 enthiche (p und q find bverfchiedne 
Funftionen. von x, y, z,) fo fönnte man nicht zu einer. 
Gleichung von der zweyten Ordnung, weiche von den |: 
Tunftionen pp und xp und ihren abgeleiteten befrcyet 
ift, fommen; man müßte olsdanı. zu Gleichungen be 
bever Ordnung übergehen, 


IOI. 


Wir wollen die Gleichungen von der erſten Did 
ung, die aus der Eliminirung einer willkuͤhrlichen 
Zunftion 6p hervorgehen Fünnten, betrachten, und 
wollen mehrerer Ginfgchheit wegen annehmen, (was i 
immer: möglich if). daß die urſpruͤngliche Sleichuns vom I 
folgender Form fey: 


Foyer iſt ⸗ y. 8 


man wird alsdann folgende zwey erſte Gleichunges 
haben: 








FAS)A za) + ylry) + —E =o 
FR) + fd tr M o, 


J 


voch y’ zu eliminiren haben. 


| 





— J 
- 


1 
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y Das Refulsat diefer Eliminirung if 
. FOoJ.+ z’Fleo) __ F'(y) + 28 z,F Fe, 
Fo + fa) *0) + uf 2’ 
poraus dieſe Gleichung det erfien Drdnung folget: 
a). — Fiy).f') Hr [F@).f4y) 
— Fiy).f(2]; + a FD. fa) - Fe). FO] 
peihe nur x, y,.z mit den erften Funktionen z’ und z,, - 


thaͤlt. 


Dieſe Gleichung wird alſo unter dieſe Form ı acht 

Berden koͤnnen: | 
2 +. Mı, + N=o 

Indem. man. fegt 
_. Ef) Fa FRI. 
— Fia).fy) — £y) fe” 
FKx).f(y) — F'y). f(x) 
ge — —*; 
Fe). ff. fo" 





N= 


woraus man fchließen Bann: 









itens: Daß alle Gieichungen der erſten Ordnung 
chen x, Y., z, z/ und z, welche nicht auf die vorher⸗ 
ehende Form veductibel find, nicht von einer urfprüngs, 
tn. Gleichung zwiſchen x, y, z und Ep, abgeleitet ſeyn 
oͤnnen, wo p eine Funktion von x, y, zift, 


atens: Daß alle Gleichungen von. der erſten Ord— 
g die auf die vorhergehenden Form reductibel find, 
mer, zur urfprünglichen Gleichung eine, Gleichung der. 
ntaußgefetten Form 
| ‚F(x, y, ) * ?p 
ben, koͤnnen, mwo’p.gleih F&, y, 2) if 
| Denn 


\ 
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directe Auflöfung geben, 


in Betrachtung ziehet, fo werden diefe Größen, durch die 


V 


aufügt und abnimms, und bemerten, def (no. 31) 4 


f nd, und wenn man die zwey Größen 


[4 “ . 
x U 

* - 
l . -i 













Denn da die Werthe der Coeffizienten M und N als 
Funktionen von x, y, z_gegeben find, fo wird 
zwey Gieichungen haben, durch welche man die bey 
Funktionen ‚ welche durch Die Caraktere F und: f bes 
zeichnet find, beflimmen fann; und die duch @ begei ' 
nete Zunftion, wird willkuͤhrlich bieiben, 3 


Da diefes Problem. eins der intereſanteſten in der 
Theorie der Funktionen iſt, ſo will id hier davon ei | 


108. 


Wenn man von neuem y und z ald Zunftionen 
x anfieht, von denen Die erften Sunftionen y’ und 


z’ + N und M z’ + Ny’ 


Subftitution der beyden vorhergehenden Ausdräde: | 
M und N, werden: 

L£yplFer + 9) — F'y) [f/()2’ + — 

> Fi) .fıy) - __ Fiy). fe) .- —/ 

F SE + Fr) — FI) LE')3' + Fr] 


| Fid)ıfy — Fiy.fiiz) | F 
Wenn man zu. gleicher Zeit bey dem Zoͤhler der erſteren 
die Groͤße Br 

FU 04 


und dep. dem Zähler der zweyten die Groͤße 
F '(x) +f&) 


a 
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Fa) + FY)y' + Fi) 

je erſte Zunftion von Fix, y, 2) ift, die wie nut durch 
(x; y, 3) bezeichnen wollen, daß eben fo 
Fx 2 25 2/03 Zug ve 2IC) Ze 
e erfte Funktion von f(x, y, =) It, die wir ebenfalls 
durch FG, 7, 2) bezeichnen wollen, fowird man haben: 
fin.Fa, y, 2)‘ — Fiy).fi, y, z) 

Fo, ff) -Fnf@ 
F’(x) f(x, Y» 2)’ — f(x). Fix, Y: zy 

F'(a)fy) — F'(y).f'@2) 

Wenn man alſo die veränderlichen Größen y, z, als 
Zunftionen bon x anfiehet, welche durch die Gleichungen 
der erften Ordnung bejtimnit find) 


!+N=20o,M’+Nw=o, 

fo iſt. es klar, daß dieſe Gleichungen zu folgenden werden; 

F(X, y. ) 0o und Fx, y, )) 32 0 
n denen augenſcheinlich bie urfprünglichen Sleichungen 
find: + , \ 

F(x; y; 2) = A, Hier y» z) =#,. 

Aund B find willkuͤhrliche beſtaͤndige Groͤßen, daher ſind 
die ſe urſpruͤngliche Gleichungen, wegen der zwey wills 
ührlichen beftändigen Größen A und B, voliftändig. 








„+ N= 


M’+N = 








Aber es ift mödlich, dag, wenn! man die urſpruͤng⸗ 
lihen Gleichungen der Gleichungen 

:!+- N=o, Mi’ + Ny' * 0, 
to M und N von x, y, z, gegebene Funktionen find, 
het, man fie nicht unter der vorhergehenden. Form 
. ſinden, 


ſo, daß die in Rede ſtehenden Gleichungen zu der Form 
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Anden follte. Indeſſen, unter welcher Form fie ſich auch 
daarſtellen mögen, wenn fie zwey beftändige willkuͤhrlicht 
- Größen a und b enthalten, fo müffen fe unter. den vorz 
hergehenden begriffen feyn, und die beftändigen Gröfel 
A und B werden hir Funktionen der beftändigen a und 
b feyn fönnen Wenn man atſo aus dieſen urſpruͤngü 
chen Gleichungen die Merthe der beftändigen. a und * 
in x, y, z ziehet, und wenn diefe Werthe P und Q find 













P= = 2, Q = b 
| gebracht wurden, fo folget, daß die Funktionen 
| Fix, y, 2) und F(Xx, y, 2) 
auch nur Funktionen von P und Q feyn koͤnnen. Ser 
weil die urfprüngliche Gleichung, von der die Gleichung 
der erſten Ordnung 4 
+ M + N=06 
abgeleitet ift, die Sorm | 
MXx, y> z) == op = el’; y» 3 

hat, fo wird diefe urfprüngliche Zunftion meiden, 

Funkt. (P; Q) = (Zunft P, Q); 


wenn die Funktion durch 9 deieichnet, toilieähikich bleibeh 
woraus folget, daß P eine beliebige Funklion von Q ferde 
wird; fo daß die urſpruͤngliche Gleichung der in Ruf 
ftehenden Gleichung bon der "erfrn Ordnung überhauße 
zu dieſer ſehr einfachen Som P 00 zurückgeführt 
‚wird, wo die Funktion, die durch 9 bezeichnet ift, willkuͤhr⸗ 
lich if. Diefe Methode führt, wie man fieht, die Beftims 
mung .der Funktion von zwey veränderfichen Größen, zu k 
der von zwey Funktionen einer einzigen beränderfichen, 
Größe zuruͤck, und ift vorzüglich ‚wegen Ber Einfache 
und 
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d Allgemeinheit ded Refultats merkwürdig. Sch babe 
dorhergehende Analyſis gegeben, weil fie mie direc- 
: und natürlicher feheint, als Diejenigen, welche big 
st über denfelben Gegenftand gegeben worden find, 
d ich Habe geglaubt, daß fie in. einer Schriſt nicht 
: einem unrehten Drte ſtehen würde, deren Zwed es 
‚ die Analpfis der Funktionen alle Schärfe und Deuts 
beeit zu geben, deren fie nur fähig ift. 


10%. 

Die vorhergehende Methode kann fh auch auf 
? Zunftionen, von miele als zwey eränderlichen Groͤ⸗ 
n ausdehnen. 


Alſo, wenn ü eine Sunftion don deed veranderlichen 
roͤßen x, y» 25 ift, durch die Gleichung 
FC(, Y, 2 u) = Alp, y 
fimmt (fs p und q don x, y, z, u, gegebene 
unktionen find und 20p, q) eine beliebige Funktion 
np, gift), fo wird man, durch eine ähnliche Analyſis, 
ie no. 101, wenn man y und z ald Funktionen 
mn x, durch die man die erſten Funktionen y’ und z/ 
arch die Subſtitution, daß p und q beftändig bleiben, 
fimmt, ſo wird man, fage ih, eine Gleichung von 
ꝛx erften. Drdnung, von ber Sunftion @ befreget, von 
Igender Korm finden: 
u 4 Lu, — Ma+N=& 
‚N, L ſind hier von x, y, z, u, gegebene Funktionen, 
d uw, u, u find die erſten Funktionen von u in Be 
hung aufıx, y, und =; fo daß jede Gleichung zwiſchen 
| x, 
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x, y 2 u, und ben erfien Funktionen von ü, die nicht ven 
einer urfprünglichen. Gleihung der obigen Som abgeleh 
fet werden kann. 


Fuͤr die Gleichungen der echten Ordnung, welche Ab 
auf die vorhergehende Form redueiren laſſen, wird men 
auch durch eine ähnliche Analyſis, als die chen angegebene 
finden, daß, wenn man 5, 2, u als Funktionen von‘ 
anfieht, welche durch diefe drey Gleichungen don der cn 
ſten Ordnung beſtimmt ſind 


J u N0, Lu‘ + Ny! == 6, Mu’ + Ni’! =. 

. und wenn man die urfprünglichen Gieichungen Davelf: 
ſucht, welche die drey mwillführlichen beftändigen Groͤ i 
a,b, e, in fih halten folten, ferner aus dieſen Glch 
chungen die Werthe diefer befiänbigen Größen zöge, 
dag man hätte 


, A == — p, b * Ö; e = — "R; 

(P Q, R, von x, y, , u, gegebene Zunftiönen ſind) 
ſo wird man auf der Stelle haben 
P oC, R) 


fuͤr die urſpruͤngliche Gleichung der vorgegebenen Gl 
dung, in welcher 07, Q) eine willtuͤhrliche Sunfti 
von P, und Q feyn wird: 


104. | 0 } 
| Hätte man aber duch die Beſtimmung ven z ie’ 
einer Funftion von x und y, eine beliebige Gleichun 


von .der erſten Ordnung zwifchen x, y, 2, 2’ und z, die 
W 6 
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ſich nicht auf die Form bon no. 101 reduciren lieffe, fo 
würde die Methede von no. 102. nichte helfen. Dennoch 
kann man immer, für jede beliebige Form der geges 
denen Gleichung, folche zu der Form von no. 103. zus 
führen, indem man eine veranderliche Groͤße mehr 
infuͤhrt. 

Es ſey alſo die Gleichung 


a!’ == F(x, y; it, 2,) 


geben , (die Sunftion die dury den Carakter F 
angezeigt ift, iſt gegeben). Ich nehme z, = u an, 










d da 2 eıne Funktion von x, y iſt, fo ift es klar, 


kei u auch eine Funktion von x, y ſeyn wird. Wenn 


man alfo die erfien Gunktionen in Beziehung auf x 
nein nimmt, fo wird man z, = u’ haben, Jetzt wird 
Die gegebene Gleichung werden 
= F(ix,y, 2 u» 
Wenn man die erflen Zunftionen in Beziehung auf y 
nllein nimmt, und beobachtet, dag 2 und u Funktionen 
Bon x,. und y, find, fö hat man 
= F'y) +2, FD + Fu), 
die Größen 
P'y), F’@): F’u) 

ke erften Funktionen von F(Cx, y, 2; u,) in Beziehung 

f den ifolirten veränderlihen Größen y, z, u, bezeich- 
en, wie wir es bis jetzt gemacht haben, Subſtituirt 
an alfo u und w für z, und 2,5, fo wird man die Glei⸗ 
ng haben: 

| “=Fy) +uF + u„F'e), 
| belget die Größen 











v 


mr 


— 
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F'y), Es), F’Cu) 


die von % y, 2 und u gegebenen ‚Sunftionen 
terben. 


Dieſe Gleichung wäre alſo der Methode von no. 
fähig, wenn u eine Sunftion der. veränderlihen Gri 
x, y, z wäre, welche unter einander, als unabhäi 
‚angefehen werden; nichts hindert aber, fie als ſolche 
betrachten und auch u zu gleicher Zeit als eine einfache Fı 
tionvon x, y, 2, Anzufehn, wenn man nur, auf eine di 
Subftitution gleichfötmigen Urt, die erften Sunftio 
u, und u,, die fi auf die einzigen beränderlic 
Größen x und y, beziehen, ausdtüdt. 


Man bejeihne durch w’, ü, und ‚u die erften Fi 
tionen von u in Beziehung auf x; y, z, und es 
-feicht, durchdie, für die Bildung der erften Funktionen, ' 
geſetzten Principien zu fehn, dag weil z wefentlid | 
Sunftion von x und yift, von denen 3,’ und z,' die er 
Funktionen in Beziehung auf jede diefer ifofieten | 
änderlihen Größen find, fo mird der vollftänt 
Werth der erſten Zunftion von u in Beziehung au 
ſeyn, wW + ‚uz’, und daß der vollftändige Werth der 
ſten Sunftion von u in Beziehung auf y, ſeyn wird u,+, 
diefe Werthe find diejenigen welche, in der obigen G 
chung nur durch u‘ und u, vorgeftellet find. Man 
aber 2 = u_angenommen, und durch die vorgegeb 
Gleichung hat man: - 
dm F(X, y; 2, u,); 


alſo werden die Werthe, die man Rats w und ü, ſul 
tuiren muß, ſeyn: 


En 


S 


, 
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u“ , u), und u, + ‚um 
Wenn man alſo dieſe Subſtitutionen macht, und die 


Glieder nach den Größen uw, u und ‚u, ordnet, fo hat 


mn: 5 | 
— — u, F (u), u F (x, Y> %; u)—uF (u)J-F ()- uF (z)=o, 
Wird. diefe Gleichung mit der allgemeinen Formel in 
mo. 103. verglihen, fo giebt fie: | 
1=-FHuyM=Royz Wurf) 

und N=—FG)— url) 
| ie drey Gleichungen, durch welde man alfo y, z, u in 
Bunftionen von x, beftimmen muß, werden ſeyn. 
u—-FW-urd)=o 
Fl) Ye) Huf), 
VIF(X, y, 3 U) — ur'(u)] — ⁊ [F(y) + UFAο 
e Schwuͤrigkeit iſt nun die, die urſpruͤnglichen Glei⸗ 
ngen von denen dieſe hier abgeleitet ſeyn koͤnnen, zu 
en; es ift aber hinreichend eine davon zu finden, und 
h wäre fogar unnüg, die beyden andern zu finden. 








105. 


Mir wollen wirklich vorauflesen, daß man Die 
y urfprünglichen Gleichungen mit den drey willfähr: 
en beftähdigen Größen a, b, c, gefunden hätte; 
d es ſeyen P, Q, R, die Werthe diefer beftändigen 
rößen die daraus entfpringen, fo hat man: 


P=9(Q, R) 
. M 2 zur 
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zur allgemeinen Form der urſpruͤnglichen Gleichung it 
angezeigte no, 


Dieſe Gleichung, wo der Carafter @ eine tk 
führliche Funktion bezeichnet, kann in ihrem ganzen U 
fange, der Gleichung der erften Ordnung, in welcher 
als eine Zunftion von x, y, z, angefehen ift, geni 
feiften; aber u ift gleich 2 vorausgefeht worden, untl 
‚fol, der vorgegebenen Gleichung zufolge, eine Gleich 
von x und y ſeyn; alfo ift die Gleichund 
J P=4(,R) 
zu allgemein, und man wird noch, die Grenzen 
en müffen, ‚die,nian der willführlichen Gleichung in Be 
bung auf die beyden Größen P und Q, geben m 
damit diefe Gleichung, der vorgegebenen Gleichung 
nau entſpricht. | 


Aber ohne mih im diefe Unterfuchung einzufa 
bemerfe ich, daß, welches aud immer die wahre 5 
der swillführlichen Zunftion fen, man fie gleich, e 
beſtaͤndigen Größe annehmen fann, fo daß P= a, 
"Heißt, eine der -urfprünglichen Gleichungen von den 
gen dren Gleichungen, mit. einer wmillführlichen ‘bef 
digen Groͤße, einen Werth von u geben wird, der 
Gleichung in u genüge leiſtet. 


Jetzt wird. man, wenn man z für u in dieſer € 
hung wieder fubftituirt, eine Gleichung von der er 
Ordnung zwiſchen x, y, z und z, haben, in welch 
als eine Funktion von x und y. angefehn: feyn fol 
aber; weil dieſe Sleihung, nur eine erfte Funk 
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nz, in Beziehung auf y, enthält, fo Fönnte man x - 

8 eine beſtaͤndige Größe, und 2 als eine einfache 
inftion von y, anichen; man wird alfo ihre urfprüngs 

be Sleihung duch Die Analyfis der Funktienen, dis 

r einzigen veränderfiben Größe finden, und weit. 
als eine beftändige Größe angeſehen ift, fo wird die 
Meuhrliche beftändige Größe, die in diefer urfprüngs 

ben Gleichung entftehen wird, ebenfalls eine ' bes 

bige Zunftion von x ſeyn, die wir p nennen 
rden. | 


Man wird auf die Art den Werth von z in x und 
mit den beyden Größen a und p, haben, welchen 
r vorgegebenen Gleichung genüge leiften wird. Die 
ftändige Größe a wird millführlich. bleiben; aber die 
ınftion p follte diefer Gleichung gemäß beftimmt wer⸗ 
nn. Dieſerwegen braucht man nur den genannten 
asdruck z zu fubftituiren. Alle Glieder die y enthal⸗ 
n, werden fich. vernichten, und es werden nur Glie⸗ 
r, welche x, p. und p’ enthalten, bleiben; fe daß. 
an von neuem eine Sleihung von der erften Ordnung 
ifchen den veränderlihen Größen. x und p. haben 
id, von welcher die urfpränglihe Gleichung den. 
derth von p in x, mit einer neuen willführlihen bes 
indigen Größe geben wird. 


Auf diefe Art wird man endlich einen Werth von 
in x und y, mit. zwey willkuͤhrlichen beftändigen Groͤ⸗ 
nm a und b haben, melde der vorgegebenen Gleichung, 
abhängig non diefen beftändigen Größen genüge feiften . 
rd. 


192 _ Darſtellung der ZLbeorie, mit ihren 


In der That, wenn 
” fay za, b)=a 
die, für die Beſtimmung von z gefundne Seihung 


ift, fo wird man b == 9a woher und die erſte Funk⸗ 
tion von 


fix y» 2,2, Ps 


in Beziehung auf Die Größe a genommen und alg ' 
einzige veränderfiche angefehn ,„ gleih Nuͤll machen, 
Man wird alfo eine. Gleihung haben, melde zur Bay 
ftimmung von a dienen wird, und die Gleihung 
IA; Yı2,2,9@a)=oO | 

wird die gefuchte urſpruͤngliche Gleichuna, der Dorgeges 
benen vom der erfien Ordnung feyn; bie durch g bei 
zeichnett Sunftion, bleiht wilführlich, 


Ich habe geglaubt dieſe Methode mit "allem noͤ⸗ 
thigen Detail auseinander ſetzen zu muͤſſen, um ſie recht 
verſtaͤndlich zu machen, weil ſie neu iſt und die ganze 
umgekehrte Analyſis der Zunftionen von zwey veraͤnder⸗ 
lichen Groͤßen die nicht die erſte Ordnung uͤberſteigen, 
zu der Analyſis der Funklionen einer einzigen veränders 
lichen Groͤße ſurhckbringt. 






106. dl 

. Mm diefe Methode durch, ein Benfpiel, non welchem 
der Caleul einfah genug ift zu verdeutlichen , wollen 
wir vorauſſetzen, daß die vergegebene Gleichung, von 
| etgender Form ſey: 


2 
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3 = Ay + Bz +Hf(x, 2) 
und B find. beftändige Größen und f(x, z,) ift eine ' 
kliebige don x und von z, gegebene Funktion. Führt 
san diefe Gleihung, zu der allgemeinen Formel der 
orhergehenden Nummer zurüd, fo wird man haben: | 
F(x; J» 2, 2) =. A + Li +f& 2); ' 
Iio, | Bu 
F&x,y,z,W) =A +Bz + fx W, 
ind hieraus, wenn man, die erften Funktionen in Bezie⸗ 
eng auf. y und z, nimmt 
!(yY)zA, Fo)=B; 

p dag, wenn man biefe Subflitutionen in. den. drey 
Heichungen von, der erften Ordnung zwifhen x. y» 2, u, . 
acht, To wird die erſte unter ihnen, 

; YV—-A—-Bu=Q | 

reden; Melce, da, fie nur die veraͤnderliche Größe u, 

man als eine Funktion von x vorauffeget, . enthält, 

e urſpruͤngliche Gleihung unabhängig von den bey⸗ 

n andern, Haben wird. In der. That, wenn Man, 

e Gteihung durch X multiplieiet, (e ift die. Zahl 

welcher der hyperboliſche Logarithmus die Einheit. 

) fo wird ihre erfte Zapl ‚ die. erfig Funktion von, 

j Ace 5x 

— — 

den, wie man ſich leicht davon. überzeugen fann, 

ın man die erfte Sunftion diefer Größe, duch. die 
rmeln von 20. 32. fuel 













ve d% + 


v 


Ma . ER 
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Da alfo das zweyte Glied Null ift, fo hat m 
wenn man zu den urſpruͤnglichen Fuñktionen übergehe 


‚+ > embX 4. 


8 HE eine ittüheiche ‚beftändige Größe, 
Diefe Gleichung wird Affo geben: 


A 
wert ae% X 


2 


und wenn man fuͤr u ihren Werth z, einſetzet, fo w 
man die erſte Gleichung | 


t 


„mu nm tar 


haben, in welcher man, da z, die erfte Funktion von z 
Beziehung auf y. allein ift, x als: eine beftändige © 
fe, und z als eine Zunftion von y, anfehen fann. | 
alſo dab zweyte Glied weder y noch z enthält, fo w 
ihre urſpruͤngliche Sunftin, in! dieſer Borauffegung ı 


fon: 
( _ — = + 8 


Gehet mar affo von den "enke Sunftionen in Be 
bung auf y allein, zu den urfprünglichen Funktion 
über, fo wird man dieſe urfprüngliche Gleichung hab: 


= (-} + ae® rt 


p iſt eine beliebige Funktion von x, welche immer 
eine beftänd'ge Größe zugefuͤgt werden kann, weil i 
boerſte Funktion in Beziehung auf y Null iſt. 
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Aus diefem Ausdrucke von z wird man die, dev 
den erfien Funktionen 2’ und z, in Beziehung auf x 
»7 erhalten; und man wird haben: 

2 * a BeÜx y+p, 
u = 3 +, act", 


eſe Werthe in der vorgegebenen Sleichang eingeletzt, 
bt: | 


oo AL 
By p Ay B - =. + aebx)y 


en 
zB t+/a te 
fe reducirt ſich auf: 
Ep + fi + ae), 


o man eher, daß die y verſchwunden ſind, ſo daß 
on p als seine Funktion von x allein beſtimmen 
ann. | 


Man multiplicire diefe Steigung mit e”P%, und 
kn nehme an: 


—— — — =+ aebx) == Fr, 


wird fie werden > 
| (pe —Bxys = Fr, 
d geht man zu den nefprängtigen Zunge ‚über, 
wich man; haben: 
pa’ = Fx +. by | 
oo u i bik 
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b ift eine willk ͤhruiche beſtaͤndige Größe, Daraus erhalt 
man: na 

p=e*(rx + b)i " 


alſo ‚ wenn man dieſen Werth in den Ausdruck von %, 
der oben gefunden worden, einfegt, fo wich man habent 










A. | 
= (— B + aebvxyy + (x + b)ebx. 
Dieſer Werth von z ift nur ein particulairer, aber de 
fie die zwey willführlichen beftändigen Größen a und 
enthält, fo wird fie den allgemeinen Werth geben, 
wenn man b = 9a machet, und wenn man a durch Die 

* Gleichung 
y+tr@a)+egaı=a 
befiimmt; indem man duch 7’) die erfte Funftion 
von x in Beziehung, auf a genommmen, bezeichnet. 


Senn B=o, fo wird der Sateul einfacher, und 
man.pird, wenn man: 


x, Ax+a)= fx 
machet, die beyden Gleichungen 
z=AxtWQy+Ffy + pn, 
"oo y+ra+ga=o, | 
finden, aus denen man a eliminiren muß. 


N 


107, 


\ Wir wollen, uns. nicht weiter über. dag, was di 
Sunftionen von. mehreren veränderlihen Größen 
wifft ausbreiten, Diejenigen, fo den Calcul fennen, den 
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Iman Caleül der partiellen Diffetenzen nennet, 
werden ihn leicht, der Analyſis dieſer Funktionen, 
anpaſſen koͤnnen, und dadurch dieſer Analyſis, die Ent⸗ 
wickelungen, welche man ihr noch wuͤnſchen koͤnnte, 
geben. 5. 


Unſer Begenſtand, in diefem erſten Theile, wares 
nur, die Theorie der abgeleiteten Funktionen und 
Gleichungen, auf eine rein analhtiſche und von jeder 
-BVorauffegung dder fremden Betrachtung unabhängige Ark 

feſtzuſetzen. | 


‘ 


Ende bes erften Theild, 


ı 7953 0 . y 





. 182. Darfieltung der Zeone , mit ihren 


In der That, wenn 
f(x; y. 2, a, b) =ao 


‚die, für die Beſtimmung von z gefundne Steihung { 
ift, fo wird man b => ga naden und die erſte Funk⸗ 
tion von 















fix: Y> 2: 3 ea) 
in Beziehung auf die Größe a genommen und ala 
‚einzige veränderfiche angeſehn, gleich Nül machen, 
Man wird alſo eine: Gleichung haben, melde zur Dep. 
ftimmung von a dienen wird, und die Gleihung 
"fix; Yızza,gaA)=o | 
wird die gefuchte urfprängliche Gleihung, der borgeges 
benen von der erſten Ordnung feyn; bie buch @ ber 
reichnete ßunktion, bleiht willkuͤhrlich 


Ich habe geglaubt dieſe Methode mit allem nöz, 
thigen Detail auseinander fegen zu moͤſſen, um fie recht, 
verftändlich, zu machen, meil fie neu it und die ganze 
umgefehrte Analyſis det. Zunftionen von zwey veränders 
lichen Größen die nieht die erfte Ordnung überfteigen, 
zu der Analyfis der Sunftiohen einer einzigen verändert 
lichen Groͤße jurdckbringt. 


106. 

Unm dieſe Methode durch ein Beyſpiel, non welche 
der Caleul einfach genug iſt zu verdeutlichen, wollen 
wir vorauſſetzen, daß die vergegebene Gleichung, von 
| tolgender dorm ſey: 
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3 = Ay + Bz +fß&, 2,). 
und B find. beftändige Größen und f(x, z,) ift eine ' 
Kliebige don x und von z, gegebene Funktion. Führt 
nan diefe Gleichung, zu der allgemeinen Formel der 
orhergehenden Nummer zuruͤck, ſo wird man haben: 

FG . Af Ia F 2); 
iR. | oo. 

FG YM) Ay Be + fl, Wı 
md Hieraus, wenn man, die erſten Funktionen in Bezie⸗ 
ung auf y und z, nimmt 
| FGDS A. F( B; 
p dag, wenn man dieſe Subſtitutionen in. den. drey 

eichungen von, ber erſten Ordnung zwiſchen x. y, 2, u. 
acht, ſo wird die erſte unter ihnen, 
y — A- Bu 0 

reden; welcho, da, fie nur die veränderliche Größe u, 
man alg eine Funktion von x vorauffeget, . enthält, 
e urſpruͤngliche Gleihung unabhängig von den bey: . 
n andern, haben wird. In der That, wenn Man, 
e Gleichung durch 5x multiplieict, (e ift die. Zahl 
welcher der hyperboliſche Logarithmus die Einheit. 
) fo wird ihre erfte Zahl, die erfig Funktion von, 









Ae-Bx 
B 


den, mie man ich leicht davon, überzeugen. fann,, 
ın man die erfte Funftion diefer Größe, durch die 
rmeln von 20. 32. ſuchet. | 





ent + - 
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Da alfo ‚das zweyte Glied Null iſt, fo hat man, 
wern man ju den urſpruͤnglichen Fuñktionen uͤbergehetz 


— 











G + = e-bx — = a 


8 iſt eine willtühruche beſtaͤndige Größe, 
Dieſe Gleichung wird Affo geben: 


A 
Nr, r aebx 


s 


und wenn man für u ihren Werth z, .einfeet, fo wird 
man die erſte Gleichung | | 


A 
„munt ar 


haben, in welcher man, da z, die erfte Funktion von 2 if. 
Beziehung auf y allein ift, x als; eine beftändige Grö 
fe, und z als eine Zunftion von y, anfehen kann. D 
alſo daß zweyte Glied weder y noch z enthält, fo wir 
ihre urſpruͤngliche Suntic j im diefer Vorauſſetzung nd 


ſcyn: 
( _ — + y \ 


Gehet man alfo von den "on Funktionen in Dez 
bung auf y allein, zu den unfprünglichen Sunftion 
über, fo wird man dieſe urfprüngliche Gleichung haben 


= (- + ae rt 


2 ift eine beliebige Sunftion von x, welche immer 
eine beftänd'ge Größe zugefügt werden kann, weil i 
Werſte Funktion in Beziehung auf y Null ift. Ä 


er m ” 
in nm... . n . 
Ver Aa ae rn 


gornehmften Anwendungen in der Analyſis. 28% 


Aus diefem Ausdrude von z wird man die, den 
den erfien Funktionen 2’ und z, in Beziehung auf x 
id y erhalten; und man wird haben: 

= a BeÜt y+p; 
\ u " A 
u = B +, ae®*, 


ieſe Werthe in der vorgegebenen Sleichuns eingeſetzt, 
ebt: 


By ppmAy+B - 5. + aebx) 5 


++ re, 
Kefe reducirt fh auf: 


dent fe 2 tet), 








jo. man fiehet, daß die y verſchwunden ſind, ſo daß 
an p als seine Funktion von x allein beſtimmen 
ann. 


Man multiplicive diefe Steigung mit er, und 
n nehme an: 


x G.- — — 2* aebx) == Fly, 


wird fie werden : 
(pe Pu = Fir, 
d geht man zu den urfprünglichen. : Sunktionen ‚über, 
\ wird man. haben: 

m? = Fx +. b, Ä 
} 6 kik 


—& 


alſo , wenn man dieſen Werth in den Ausdruck von %, 


Gleichung 


N 
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b ift eine willluͤhrliche beſtaͤndige Groͤße. Deraue erhält. 
man; Ba 
p=eßf(rx + bi " 













der oben gefunden worden einſetzt, fo wird man haben: 
=; _ + ey 2 + b)eBx, 


Diefer Werth von 2 iſt nur ein particulairer, aber 
fie die zwey willkuͤhrlichen beſtaͤndigen Größen a und bi 
enthält, fo wird fie den allgemeinen Werth geben, 
wenn man b = ga machet, und wenn man a durch di 


yt+tr@+teyaı=a 
beflimmt; indem man duch Fra) die erfte Funktion 
von Fx in Beziehung auf a genommmen, bezeichnet. 


Wenn B=o, ‚fo wird der Salut einfacher, ; une 
man.pird, wenn man: 


FG, Ax +2) = x 
machet, die beyden Gleichungen 
Gx- a)y -F + pa, - 
y+tra+gı=o | 
finden, aus denen man. a eliminiren muß, 


107. 


Mir wollen, uns. nicht weiter über: dag, was bi 
Sunftionen von, mehreren veränderlihen Größen ki: 
wifft ausbreiten, Diejenigen, fo den Calcul kennen, d 
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van Caleül der- partiellen Differenzen nennet, 
erden ihn Teiht, der Analyfis dieſer Funktionen, 
npaffen fönnen, und dadurch diefer Analyfis, die Ents 
sicfelungen‘, welche man ihre noch wuͤnſchen koͤnnte, 
eben. , vo. 


Unſer Begenſtand, in diefem erften Theile, waree . 
mr, die Theorie der abdgekiteten Funktionen und 
Sfeihungen, auf eine tein analhtiſche und von jeder 
Zorauffegung dder fremden Bettachtung unabhängige Art 
eftzufegen. | 


‘ 


Ende bes erften Theild, 


ı 797) 





2) m. 
BE k: 2X 
Fach 


* a, 
fix: mon Jona 


Far za u 


ug 


2dei, 2,718.=ze 


aze* EA, 5 at y⸗ 
VV fr a 
it ip: 


Felge 


. \ . | } 
wifft ausbreiten, Aejenigen, ſo ven walcur zennen, ven 


aufn. 


an ET 


Wenn zn pur 4 


a aprpag 


y: = pro 
z.apq + aqp 
RXRE arar 


1 4 pr + as 


* | 
End 


=P n q MM, 


/ 
u 


2ag range's | 
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Borrede 


efer zweyte Theil von Sagrangens ‚Theorie bes 
analytiſchen Sunftionen welcher die Anwendung 
f die Geometrie und Mechanif enthält, vers 
ent gewiß nicht weniger von unfern größten 
eometern ſtudirt zu werden, ala ber erfte Theil. 
if zum Erſtaunen, zu welcher Höhe diefer be: 
hmte und allgemein verehrte Veteran ber neuern 
alyfis, in diefen zwey nicht flarfen Theilen Die 
alnfis zu erheben weiß. — Sie enthalten alles 
8 nur immer fublimes in der Differential: und 
egralrechnung vorhanden ſeyn mag, und wird als 
hrhaft claffiihes Werk gewiß den Danf und 
Bewunderung unfrer fpäteflen Nachkommen ers 
ten. Moͤge doc) diefer verehrungswuͤrdige Greis 
ich hier den allerverbindlichflen Dank für den 
ir überlandten Zufaß im Mahmen aller Leſer lab: 
tte, noch lange zum Flor und Erweiterung der 
iffenschaften leben, die er fo unermäder und mie 
>» ausgezeichnet feltenen Gluͤcke bearbeitet unn berei- 
ſert hat. Ich bin gewiß, daß jeder der Gefühl für 
berzeugende Wiffenfchaften hat, biefe meine Wuͤn⸗ 
he fehr gerne ‚unterfchreibt. 














2 Um 


w | Vorrede. 


Um mancher leſer willen muß ich noch.erinne 
daß im erſten Theile und auf dem erſten Bor 
- biefes zweyten Theile, aus Mifverftand ‘des Cort 
fors für fondion prime, feconde, &c. equMmi 
prime, feconde &c, immer erſte Sunftie 
zweyte Sunftion, erfte Sleihung, zwey 
Sleihung, flat Erftefunftion, Zwey 
funftion, Erftegleihung, Zweytegleihu 
ſtehet, doch Hoffe ih, daß, da nur. Meifter in 
Wiſſenſchaft dleſes Werk zu ihrer Lectuͤre waͤl 
Aromen , dadurch nichts unverſtaͤndlich gewor 


" Ali? 


Man muß und man wird es in der That. 
Verleger Heren Lagarde fehr Dank mwiflen, 
er nun auch yon Lacroixs vortrefflichen vollſt 
digen Sehrbegriff der Differential: ı 
Integralrechnung eine deutſche Ausgabe ve 
ftalter, woran ich gegenwärtig mit vielem Vergn 
arbeite, — Durch Diefes Lacroiſche Werk wird 
fen jungen Anafyften :fageangens Thevrie der aı 
tiſchen Sunftionen verftändlicher werden, und 
erhalten ein Werk, was noch nicht ſo vollſtaͤndi 
deutſcher Sprache vorhanden if, Berlin, den ı 
Hetober 1798, | 


. Gruͤſon. 


—— —— — — — — ——— — 
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5 der in dieſen Theile enthaltenen Materien. 
. Zweyter Theil. 
=> Anwendung der Theorie auf bie Geometrie 
7 ‚und Medyanif. 
j Anwendung auf die Geometrie, 
I — — 
Ko.1os -113 Verſchiedene Arten wie man die Tangenten berichtet 
z bat. Theorie derZangenten und derBerübrungen von verfchiez 
denen Ordnungen, nachden Prineipien der Geometrie der 
Alten. > ⸗ s ap. 1-9 


— 113 — 116. Geradlinigte Tangenten, beruͤhrende Reife, und yon 
demOrte ihrer Mittelpunfte Dotkulirende Kreife und: kein 
Ort ihrer Mittelpunfte ⸗ 5147 
— 117— 119. Allgemeine Aualyſis von der Berührung der ebenen 
u Eurven, Bon den parabolifchen@urven, deren Laufin einen ges 
‚ gebenen Punkte fih am meiften ben Laufe einer gegebenen Eur 
ve nähert. 17 - 
Bew 720— 121. Don Beruhrunger in fugulären Sal, und von 
Den Aſſymtotiſchen Linien ⸗ 22—28 
— 132 — 124. Ptoblem über die Beruͤhrung der curve. Beiſpiel 
eine Eigenſchaft der Kegelſchnitie betreffend. Bemerkung 
uͤber die urſpruͤnglichen ſingulaͤren Sleichungen, welche man 
erhaͤlt. ⸗ 29—37 
— 125— 126, Sragen 189 man eine Relation zwiſchen den zwey Eles 
menten einer Berührung der erften Ordnung vorgiebt : von den 
Euren, melche durch die uriprüngliche fingulaire Gleichung 
. einer Gleichung der erſten Ordnung vorgeftellt find. 37—45 
— 137—ı28. Dieſelben Aufgaben für die Berührung der zweyten 
Ordnung. Theorie und Couftruction der eriprknsliöen fins 
gulären Gleichungen höherer Ordnungen, 52 
"me 129—130. Befonderes Beyipiel die analyſiſche Cheese der 
Entwickelungen betreffend. ⸗ ⸗ 53—58 
— 137—133. Srößte und kleinſte Werthe einer Sunftion mit 
einer veränderlichen Gräfe. > 59 —66 
— 134-138. Von dem Maaß der ächeninhalte, und von der Laͤu⸗ 
ge der Bogen in den ebenen Curven. Bon demMaaße derKoͤr⸗ 
per und dem der conoidiſchen Oberflaͤchen. Algemeineß Prie 
sip von der analytiſchen Aufloͤſung dieſer Ausgaben. en? 


q II 


1 Inhallt. 


No.i39—141. Theorie vonder Beruͤhrung der Curve von doppelte⸗ 
Kruͤmmung. Von dem Kruͤmmungshalbmeſſer, von den Mit⸗ 

| teluunften ber Kruͤmmung, und von dem Orte Die — 
punkte.⸗ 

— 142—143. Unterfuchung der Faͤlle der Keiumungehrn 
ſer eine Tangente an der Curve der Mittelpunke der Krümmung : 
if, und wo dieſe Curve die Evolute der gegebenen if. 83-88 _ 

— 144-146. Maaß der Lagen einer Cutve von doppelter Krüm 
nung. Von den leummen Oberflächen und idrer Berührunge⸗ 
ebenen. > 88 —93.- 

— 147 Ausdehnung der Theorie von no, 53. Kittel die Suuktionn 
von einer bellebigen Anzahl veränderlicher Größen, in 
begränzte Reihen von fo viel Glieder eis man will, w‘; 
entwideln. ⸗ ⸗ 93 

— 143 —150. Zheorie von ber Beruͤhung der rummen Ders 
flaͤchen. Bon der ‚„Yerährung von verfegiebenen Orde 
nungen. ⸗ 98-10 

—191—155., Bon Berührungekugelns“ von dem Hit ihrer Mittels 
punkte. Bon den Linien ber größten und kleinſten Krüms 
mung, Kigenfchaften diefer Linien ⸗ 103—112 _ 

— 156— 157. Aufloͤſuug der Aufgaben in welchen man eine Relation 
zsmwifchen den Elementen der Berührung von ber erfien Ordnung 
der frummen Oberflächen vorgibt. Conſtruetion dieſer Aufs 
roͤſung. + ⸗ 12115 

— 158— 159. Methode um bie urfprängliche Gleichung, gewiſſer 
Gleichungen von der zweyten Ordnung zwiſchen dreg verändern - 
tichen Größen zu erhalten. Gleichung der entwickelungefaͤ⸗ 

higen Oberflächen ⸗ 115 - 119 

— 160—162. Größte und Fleinße Srdinaten ber krummen Obers 
flächen. Erſte Auflöfung der Aufgaben von den Maximis 
und Minimis. Eigne Kennzeichen das Mayimum 

von dem Minimum gu unterfcheiben, Anwendung anf 

— eine geometriiche Frage. 3 119—126 

163—167. Allgemeine Aufloͤſung der Frage von den Maxi⸗ 
mis und Minimis. unterſuchung der Maritime mb: 
"Minina in den Funktionen von mehreren veränderlicek 

Broͤßen. Faͤlle worin man gegebene Relationen zwiſchen 
den veraͤnderlichen Größen haben muß. > 126- 136 

168-169. Unterfuchung der Curven in welchen eine gegebene 
Funktion der Eoorbinaten und ihrer abgeleiteten Funktioren 
An jeden Punkt ein Größtes oder ein Kleinſtes ſeyn muß. 
Faͤlle, wo die Funktion nur die Elemente der Berührung _ 

enthält, Treue Eigenfchaft der Kegelſchnitte. ei wide 

— 170172. tagen von Marimis und Minimis melde . 
ſich auf bie Methode der Variationen beziehen. Won des . 

beym 








Inhalt.“ vit 


dem Max im um uud Minimum gemeinſchaftlichenSlei⸗ 
chungen. Bon dem Gebrauch der beſtaͤndigen willkuͤhrlichen 
ee .. ⸗ 139-146. 
173 — 178. Unterfuchnng der Kennzeichen, wodurch die Mas 
zima vonden Minima unterfchieden werden koͤnnen. 
Bemerkung fiber eine ſingulaͤre Schwierigkeit. Beyipiele 

in welchen diefe Schwierigkeit vorkommen 146 - 158. 
179—182. Faͤlle worinn man eine Beziehung zwiſchen den veraͤn⸗ 
derlichen Graͤßen haben muß. Ausdehnung diefer Methode 
auf Funcktionen von einer beliebigen Anzahl von veränderli- 
‚chen Größen. Bon der Curve des gefchwinken Falls zwi⸗ 
ſchen gegebenen Punkten. ⸗ ⸗ 159 - 167. 
183. Bedingungsgleichungen welche die Mittel darbieten, zu 
unterſcheiden ob eine vorgegebene Funktion eine Erſtefunktion 

iſt oder nicht, oder uͤberhaupt ob es eine abgeleitete Funk⸗ 
tion von einet gewiſſen Ordnung iſt. ⸗ 167—172. 
184. Bufag zu der Theorie von no.45, über das Geſetz wel⸗ 
ches zwiſchen den Bliedern der Entwillung einer Funktion 
von mehreren veränderlichen Größen, und zwiſchen den wel⸗ 

che aus der Entwicklung tiefer Glieder ſelbſt entſtehen, ſtatt 

- Yaben muß. ⸗ ⸗ s  172—ı76. 


Anwendung auf die Mechanif. 


185— 187. Bon dem Begenſtand der Mechanif, Bon der 
gleichtörmtg befchleunigten Bemeyuung 5 ° 177—IBT. 
188-189. Bon der geradlinigten Bewegung äberhaupt. 
Beziehung zwifchen dem Raum, der Befchwindigkeit und der 
befchleunigenden Kraft. s 181- 187. 
190 - 192. Bon ber Zufammenfegung der Bewegungen, und 
beſonders von ber Zuſammenſetzung aus drey gleichfoͤrmigen 
Bewegungen, Von der Zuſammenſetzung und Zerlegung 
der Geſchwindigkeiten. r ⸗ 187- 191. 
193—194. Bon der Zuſammenſetzung und Zerlegung der 
Kräfte. Bon der Bahn der geworfenen Körper (tralec- 
toire des projectiles) im leeren Raum I9T —195 
195-197. Von der Erumlinigten Bewegung. Von dem 
Geſchwindigkeiten und Kräften in dieſen Bemeguns 
gen, ⸗ ⸗ ⸗ ⸗ 195—200 
398-199. Bon den allgemeinen Gleichungen der Bewegung 
eines durch belichige Kräfte gereigten Körpers, 200 - 203 
200. Kon der Art, die Zeit in diefen Gleichungen zu elimis 
niren. Allgemeines Princip diefer Relation 203 —206 
201-202. PWiu.bder Trage wo verlangt wird, den Wieder⸗ 
Band zu finden, welchen das Mittel dem geworſenen Kör⸗ 
yer 


sr nn 3 n Hal t. 


per entgegenfegen muß, damit ® eine gehebene Eurv 
ſchreibt. 

— 205-205. Malyfis son der Kuflöfung weiche Pen 
Bon diefem Problem, in der erfien ausgabe der Prine 
gegeben hat. Wahre Quelle des Irrthums in dieſet 
fung: Mittel fie zu berichtigen, ⸗ 214- 

— 205-207. Don ‚der Bewegung eined Körpers, der 
Kräfte die auf gegebene Oberflächen fenfrecht find N 
wird, oder gemwiffen Bedingungen unterworfenifl. 225 
— gog—n2ı0. Von der Bewegung mehrerer Körper, meld 
einander wirken. Bedindungsgleihungen zwifchen den 
dinatdn verſchiedener Köryer. Art, von diefen Gleich 
die von der gegenfeitigen Wirkuns der Körper entſteh 
Kräften abzuleiten. > ⸗ 219- 
 A1lI-214. Prineip von der Erhaltung ber Bewegung dit 
telpunfts dert Schweere. Befondere Art die Lage, 
Mittelpunftes zu befimmen + 234- 
" 315—218. Bon dem Gejege ber Flaͤchenindalte i in der 
wegung der Umwaͤlzung um eine feſte Axe, oder eir 
ſten Punkts, oder in der Vewegans eines freyen 
ſtems ⸗ ⸗ 242- 
 219— 223. Don dem "algemeinen. Prineip der Iche 
Kräfte. in der Bewegung eines durch beliebige Pr 
reigten Syſtems. ⸗ 

 223—224. Ben der Erhaltung der Lebendige Sräfte f 
— ‚Stoß elaſtiſcher Körper. Bon dem Verluf der lebe 
2 Kräfte bey den Stoß der harten Körper, oder üben 
“ ‚bey den ploͤtzlichen Veraͤnderungen welchen das en 

geſetzt fein kann. ⸗ ⸗ 
en: 825 - 227. Don der Art, mie jede Kraft dazu —8* 
Summe der lebendigen Kraͤfte zu vermehren. Voꝛr 
Werthe dieſer Summe im Zuſtand des Gleichgen 
Allgemeine Bemerkungen über die Oekonvmie per le 
gen Kräfte bey den Maſchinen. ⸗ 8 

— arg, Schluß ⸗ 

— über das Priweip „der virtuehen —— 
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wendung der Theorie auf die Geometrie 
und Mechanik. 


108; 

tie gewoͤhnlichen Dperationen der Algebra reihen hin, 
; die Probleme von der Theorie der Curven aufzulöfen 
Ä (he nur in den Berhältniffen der Finfen beſtehen, die 
h den Turven auf eine gewiſſe Art gezogen und be 
Rimmt find; aber die Beftimmung der Tanaenten, ver 
euümmungshalbmeffer , der Flächen, u: ſ. w. Bängt 
Deſentlich von den auf Funktionen ſich beziehenden Opera⸗ 

tionen ab. 
Nach ben alten Geometern iſt eine gerade Pinie 
Fugen einer Curve, wenn fie einen Punkt mit dee 
N, Theil, A Curve 


| 


en 


der Tangenten und die andern Probleme von derſelben 
Art nach den Begriffen und Principien der Alten zu be 
handeln, und auf diefem Wege den Refultaten der A 


ſeyn kann. Diefe verfchiedene Arten nun, die Tangen 


wmwonſtrationen bewundern, bedauren, daß fie diefe Vorzüge 
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Curve gemein bat, und man durch diefen Punkt fein 
andere gerade Linie zwifchen jener und der Curve ziehen \ 
Fann. Durch diefes Princip habe fie die Tangenten. bey 
der Pleinen Anzahl Eurven, die fie betrachtet haben, bw 
ſtimmt. Aber, feitdem man durch die Anwendung der As‘ 
gebra auf die Geometrie die Eurven der Analyſis unters: 
worfen hat, hat man die Tangenten aus andern Gefichtig' 
‚punkten betrachtet; man hat fie als Gecanten angefchen, 
deren zwey Durchſchnittspunkte vereinigt ſind, oder al 
die Verlängerung von unendlich kleinen Seiten der Eureg 
welche als ein Polygon von unendlich vielen Seiteh be 
trachtet worden, oder als die Richtung der zufammenge; 
fegten Bewegung , durch welche dig Curve beſchriehen 











zu betrachten, haben zu den algebtaifchen Methoden Ans 
laß gegeben, die auf die Bleipheit der Wurzeln bey den 
Gleichungen gegruͤndet find, und zu den Differentialmge; 
thoden, die auf dem Berhältniffe der Unendlich £leine 
Differenzen oder der Fluxionen der Coordinaten beruhe 
Diefe Methoden laſſen für die Allgemeinheit und Einfa 














heit nichts mehr zu wuͤnſchen übrig, aber diejenigen, di; 


mit Recht die Evidenz und die Strenge der alten 
nicht in den Principien diefer neuen Methoden finden 


Die Theorie der Zunftionen, die wie im erſten | 
entwickelt haben, fegt uns in den Stand, das Problem 


lpſis den Character zu geben, der ihre Auflöfungen um | 
tarſcheidet. 


109. 
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| 2.0.1209. | 
Uns: diefe Fragen auf eine allgemeine Art zu betrady, 
sen, fo ſey y = fx die Gleihung einer gegebenen belie⸗ 
bigen Curve, und q= Fp die Gleichung einer geraden 
&inie odet einer andern Curve, die man mit jener vers. 
gleichen will, wo x und y Die Abſciſſe und Ordinate der 
erſten Curve, p und q die Abſciſſe und Ordinate der ans 
dern Eurve, auf diefelbe Are ald x und y bejogen, find. 


ı Damit diefe beyden Curven in Beziehung auf die 
Aübſciſe x einen Punkt gemein haben, ſo muß indem man 
? = x modt,g = Y ſehn; alfoy = Fx, und folglich 
= fs. ? 


2* 


b 
[4 


Um jest den Lauf diefer Curven über diefen Hunt 
maus zu vergleichen, fo wird man in ihre Wleichungen 
+ i an die Stelle von x und von p fegen, und man 
ed f(x + i) und F(x + i) für die Drdinaten haben, 
ie denfelben Punft der Are für die x entfprechen, und 
die Größe i von der Ordinate; die Durch den gemeins 
ftlihen Punkt geht entfernt find, Die Differenz dies 
Pr Ordinaten wird alfo fepn 
| fx F i) — Fx+i) 
enlich, indem man die Funktionen entwickelt und beob⸗ 
achtet, daß man bereits fx — Ix = o hat, 


Wfix —P)+—(f"x —F'x)+ — pr - Fix )+&c.. 

und diefe Differenz drückt die Entfernung der Punkte von 

per zwey Curven aus, ‚die der © nemlicpen Abſciſſe x + i 
ntfprechen. 

"Man fieht überhaupt fogleih, dag diefe Entfernung 

Pr ig Feiner ſeyn wird, und foigiih die Curve fih um 

32 fo 
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fo viel mehr nähern werden, je mehr Glieder bey: 
fange diefer Reihe verſchwinden. 

Die Näherung- wird alfo um fo größer ſeyn, 
man fx = F’x hat, d. h. wenn die erſten Zunftion 
Drdinaten diefer zwey Curven für die. nemliche Abi 
‚ gleich werden. - Die Näherung wird noch größer 


" wenn die zweyten Zunftionen fx, und F’x deı 


Ordinaten auch gleich werden, u. f. w. 
| LIO. 


Unm aber genauer, zu feben, worin eigentlich die] 
fhiedenen Grade der Näherung beftchen, fo wolle 
eine beliebige dritte Curve betrachten, welche dur 
Ordinaten r und s auf die nemliche Are bespgen 
und deren Gleichung s = Er ift, und wir wollen f 
annehmen, daß fie auch mit den beyden andern fı 
nemliche Abſciſſe x einen Punft gemein Habe, welch 
fordert, daß die Drdinaten diefer Abſciſſe gleich feyeı 
daß man ſezid | | | 
= — ea fx habe, 

88. ſey D di "Dieren; der Eoordinaten don 
beuden erften Eurven für die nemliche Abſciſſo x 
and A die Differenz der Coordinaten von der erften 
dritten Curde für die nemliche Abſeiſſe x + i, fo 
man !haben 

D=/x +) — FÆ +, 
und eben fo 
D=/fk Hy ek Hi. 

Es ift klar, dag die dritte Curve nicht zwiſchen 
beyden erſten durchgehen kann, es ſey denn, daß fi 
nen beliebigen Werth von i, fo Flein als man nur w 
ber Werth von D ben: Werth von A, von den Ze 
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ubfrahiet, übertrifft, 2 
Laßt uns die Kunftionen 
x D Fax +i, ex + > 
kde einzeln, nach der Formel von no, 53. entwickeln und 
ſogleich bey den erſten Gliedern einhalten. Nennt man 
\eine unbefiimmte, aber zwiſchen den Grenzen o und i 
inthaltene Groͤße, ſo wird man nd diefe Formel haben; 


fx FD FIF - * * V. 
und, eben fo - 
Fa + = + iPx + — Foa +) 


Hyatt ea D 
po die Größe ; in allen drey Sunftionen , nicht die nems 
Ihe wird fenn Fönnen, es genäget daß fie lfhen den 
kmlichen Grenzen enthalten if. | 

Macht man diefe Eudftitutionen in den Ausdruͤcken 
on D und L, fo wird man weil fx = Fx = ex we 
en des den drey Eurven gemeinſcheftüchen Punkts iſt, 
iben: 


—R (fr — Fr + Fr th 


A = if - Pr) + eat) — Ha Hi} 

r Copt angenommen, dab die beyden erften Eurven 
befchaffen find, daß man f'x = F'x hat, fo wird 

h der Werth von D auf | 
D =_ Ef’ + HD — Fx + I) veduciren; 


3d e& if Teicht, ſich zu Überzeugen, daß, fo lange in 
w Ausdrude von A das mit i behaftete Glied nicht 
A3 Kull 


— 


Null feyn wird, man immer i flein genug nehmen kann, 
damit die Groͤße A größer werde als die Größe D, wenn 
man nemlich von dem Zeichen abſtrahirt. In der That, * 
wenn man dieſe beyden Größen durch i dividirt, füge 3 
genügt es, vb bie Größe fx — 9x größer ſey als 


* le“c ) - Fa + 


welches augenſchäntich immer moͤglich iſt, weil manife ; 
klein, als man nur will, nimmt; und es iſt auch ſicht⸗ 
bar, daß, fobald als diefe Bedingung für einen befimms 
ten Werth von i ftatt hat, fie aud um fo mehr für ale-- 
noch kleinere Werthe von i ſtatt haben wird. 
Die dritte Curve koͤnnte alſo in dieſem Falle nicht 
zwiſchen den beyden erſtern durchgehen, wenn nicht etwa 
die Groͤße fx — 9x Null wird, d. h. wenn man nicht 
ex =fx hat, in welchem Falle die vorhergehende Con⸗ 
cluſion nicht mehr ſtatt findet, 


6 Anwendung der Theorie | | 
* 
| 
1 







Im. 


Wir, wollen ferner annehmen, daß man zugleich _ 
Fx == fix und Fix = flrx - 
Habe; nimmt man nun bey der Entwickelung der gun 
tionen, drey Glieder, fo haben wir duch dieſelbe Form 
aus no 53. 


f6 + ) = fi J #57 ce 
Dre 4 Ann Pe Pula 


Her Hirn + PK +) 
Diefe Werthe in den allgemeinen Ausdruͤcken von D uk 
Is fubftituirt, werden wegen | | 
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— em Fx = ex, und fi = Fx, flx = Fx, 
geben: 


D =; ra + > — Fix +9) 
N 2 —* * ar 


Ä 2, rue + D—g"(x+ a. 


Hier ift leicht au fehen, 9 ſo lange in dem Ausdrucke 
von A die mit i und i? behafteten Glieder nicht Null 
ſeyn werden, man i klein genug nehmen Fönnte, das 
nit die Größe A viel größer als D wird, wenn man 
aemlich von den Beiden abſtrahirt. 

Denn dividirt man dieſe heyden Größen durch i, ſo 
genügt es, daß die Groͤße 
fox + 2 (fx — eis) 
größer ſey J— 

5 [px +) X + )). 
welches auge qñ inlich moͤglich iſt, wenn f'!x — e'x nicht 
Rull iſt; wenn aber fx — 9x Null ift, alddann, wenn 
man noch durch i dividirt, wird es genügen, daß 

fx a 9x 

eine Groͤße “ die größer als 

_ = [or x +)— —X + m ft; 
welches fi feptbartig wiederum: möglich ift, indem man dem 
Werth von i, fo viel als man will‘ vermindert, vorausge⸗ 
ſetzt, daß fx — ex nicht, Null iſt. 

In dieſem Falle eönnte alſo die dritte Curve nicht 
zwiſchen den bepden erſtern durchgehen, wenn won nicht 
etwa zuglei | 

’ s 44 | g9.= 


x 


I 
R 
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ex = fix und 4x = fix hätte, 

Auf chen die Art wied man bemweifen, DIE, went 
man für die beyden erften Curven u 

f'x — Erz, f"x = Frrx, und f"x m Fury, 
hat, die dritte Curve nicht ziuifchen den beyden erſten g& 
zogen werden Fönnte, es fen. denn, dag man auch 

! 6x = fix, Q'x = f"», ex miss 
hätte, u. f. w. 

\ \ 
| 3:2, 

Man kann hieraus allgemein fehliegen, daß, wenn 
man eine belichige Curve Hat, und eine andere. Eure | 
‚mit diefer einen Punkt gemein hätte, welches erfordert, | 
daß ihre Ordinaten für die nemliche Abfciffe i ferner. 
auch die erften Zunftionen dieſer Drdinaten für die nem⸗ 
liche gemesnfhaftliche Abſciſſe gleich feyn, alddann es uns 
möglich feyn wird, daß irgend eine andere Curve, web 
he man durch dielen gemeinfchaftlichen Punft führen 
wuͤrde, zwiſchen heyden Curven durchginge, wenn nicht 
etwa die erſte Funktion von ihrer Ordinate fuͤr die nem⸗ 
liche Abſciſſe auch den erſten Funktionen von ihren Ordi⸗ 
naten gleich iſt. 


Und wenn außer den erſten Funktionen dieſer Hedi, 
naten ihre zweyten Funftionen für die nemliche Adfeife 
auch glei) ‘wären, alsdann würde es unmoͤglich ſeyn, 
daß irgend eine andere Eurve, die durch den gemein 
ſchaftlichen Punkt ginge, au zwifchen den beyden Cur⸗ 
ven durchliefe, es fey denn, daß die erfien und zmwepten 
- Zunftienen von ihrer Ordinate, refpective den erſten 
‚und zwepten Funktionen der gemeinfchaftlichen Ordinate . 
keyder Curven gleich waren⸗ und ſo van den uͤbrigen. 


Eigentlich 








/ L 
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Eigentlih zu reden, treffen diefe Curven nur in dem 
hunkt, wo die Ordinaten gleich ſind zuſammen, und bie 
Hleichheit-der erften, zweyten Zunftionen u. f. w. dieſer 
rdinaten, macht fie nicht in andern Punkten zufamens 
sefend, fondern fie läßt fie ſich ſolchergeſtalt nähern, daß 
eine andere Eurve, für welche diefelbe Gleichheit ſtatt 
jaben würde, zwifchen ihnen durchgehen koͤnne. 

Dieſes iſt der reine Begriff, welche man ſich von 
iiefen verfchiedenen Graden der Näherung der Curven' 
nahen muß, welchen man gemeiniglid Berührung 
contact, ofculation &c.) nennt, und melde die gewoͤhn⸗ 
ide Art, den Differentiafcakcuf abzufaſſen, als mehr 
der weniger ftrenge, oder ald mehr oder weniger aus: _ 
Kdehnte Zufammentreffungen anfehen läßt. 


313. 

Wenn man eine befiebige Curve hat die durch die 
jleihung y== fx vorgeftellt ift, fo vergleihe man fie 
‚gleich mit einer beliebigen geraden Linie. Weil wir all: 
emein duch q = Fp die Gleichung der Curve . mit 
elder man die gegebene vergleichen will, vorgeſtellt has 
en (no. 109), fo wird man für die gerade Linie haben, 

pP=a-+ bp, 
wa und b zwey deftändige Größen find, welche die 
age diefer geraden Linie beftiimmen. u 

Die Bedingung eines gemeinfchaftlichen yunfis giebt 

ogleich 

p=fı=a+ bx; 
3d man wird. diefes vermittelft einer der unbeftimmten, | 
jrößen a oder b genüge leiften koͤnnen. 

Wir wollen ferner fı = Fx annehmen, es iſt klar 
iß⸗ indem man in a + bp, pinx verwandelt, und 

as | die 
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die erfte Funktion nimmt, man Nx = b haben wird; 


alſo fix = b. Daher werden die Werthe von a und b 
Durch diefe zwey Bedingungen beftimmt ſeyn; denn ma 
witd a 
oe befx, ued y= = fx — xfx 
haben Die Gleichung der geraden Linie witd alſo 
.gyeh—xfx+tpf'x, 

wo p und q die beyden Coordinaten ſind, und die Abſ⸗ 
ciſſe x als beſtaͤndig angeſehn iſt. 

Ich behaupte jetzt, daß dieſe gerade Line die ki— 
genſchaft hat, daß feine andere gerade Linie zwiſchen J— 
und der Curve gezogen werden kann. 

" Denn, ed ſey 

s o br 
die Gleichung einer andern beliebigen geraden Linie (no. 
110); foll diefe durch denfelben gemeinfchaftlichen Yunft 
gehen, fo muß man aud ex = fx haben; und damit 
fie zwiſchen der eben beftimmten Curve und geraden & 
nie durchgehet, fo muß man noh 9x = fx’ heheꝛ 
(no. 111). Diefe zwey Bedingungen geben 
.gtbk=/fx udhsfz. 

Hieraus ziehet man für g und h diefelben Werthe 
die wir ſo eben für a und b gefunden haben; daher 
diefe legtere gerade kinie mit der erſten zuſammentrefca 
wird. 

Die, durch die, Gleichung 

oma a + bp, oder am fx —_ xfı mdb= fx 
beſtimmte gerade Linie wird alſo die Tangente von dr 
durch die Gleichung yo fx porgeftellten Curve feyn, au 
dem Punkt der die Abſeiſſe p=x entfpricht (na. 108). 
Weil y= fx, fo wird man, zufolge ber im erften 


Thelle agebrauchten Begeichnung hehen, Y=f’%; ‚die 5 


Au 
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Hnsdrücde von a und b erden alfo viel einfacher 
| a=y-—. xy! und by’ feon. 


114. 
Es ift leiht in der Slidungg= ar bp für die. 


gerade Binie zu fehen, daß b die Tangente von dem Win: .. 


fe welchen diefe gerade einie mit dee Are macht, aus: 
drüdt, und daß = die Abſeiſſe iſt, die denſelben 


Punft entſpricht, wo dieſelbe gerade Linie die Are ſchnei⸗ 
det. Wenn alfo diefe gerade Linie die Tangente. der. 

Curve an dem Punft if, wop=x, fo wird y’ die ° 
Tangente des Winkels feyn, den fie mit der Age macht, 


und x + T = = wird Die. fogenannte Subtangen 
te ſeyn. “ | 

Menn man ferner, duch s=« -+ Br eine andere. 
gerade Linie vorſtellt die durch denſelben Punkt der Curve 
gehet, wo r und s die zwey Coordinaten dieſer geraden 
Linie ſind, ſo wird man fuͤr dieſen Punkt 

122 haben; 
aiſo 
a bx — 4 4Ax; 

und wenn man verlangt, daß dieſe gerade Linie die ers 
ſte unter einem Winkel: ſchneiden foll, deffen Tangente 
m: ſey, fo. wird man da b und'⸗ die Tangenten der. 
Winkel find, welche diefe zwey gerade Linien mit derſel⸗ 
ben Are machen, durch die bekannten trigonometriſchen 
Formeln 


\ u \ 
. 
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x(I + b’)m ® 


| aa —, 
wo nur die Werthe von a und b zu ſubſtituiren find, 


Will man daß. diefe zweyte gerade Linie fenfrecht auf 
die Tangente fiehen foll, fo macht man m = w,d b 


== 0, und man wird bloß haben: 


utpertz 

E 
7 | 
Alſo wird — * die Tangente des Winkels ſeyn, welchen 


wem en — 


diefe fenfrechte Linie die. man gemeiniglih Normale 
nennt, mit der re machen wird, und 


wird derjenige Theil der re feyn, ber zwiſchen den 
Punkt, wo ſie die Are und Ordinate ſchneidet enthalten 
iſt, d. 5. die Subnormale, Ä 


. Wenn die beyden Eootdinaten x, y der Curve, in‘ 
Sunftionen einer beliebigen dritten veränderlihen Größen | 
ausgedräct wären, und nimmt man x’ und y für die 
erften Sunftionen von x und y in Beziehung auf diefer 
andern veränderlichen Größe, fo wird alddann nur in. 


den vorhergehenden Formeln überall > Tan der Stelle don 


von y’ zu feßen feyn (no. 63). 

Es. wäre überfläffig diefe Formeln auf Beyſpiele an⸗ 
zuwenden; denn, wenn man nur die erſten Elemente des 
Differentialcaleul weiß, we fann man nicht fehlen die 

Iden⸗ 


* 
SL. 





\ 


‘ 
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Pentitãt der vorhergehenden Formeln mit den befannten 
Differentialformeln wahrzunehmen. 
118. | 
Mir rollen jest den Kreis nehmen um ihm mit den 
gegedenen Curve zu vergleihen, Die allgemeine Gleis 
hung des Kreiſes, welche ſich auf die tectwinklichte 
Coordinaten p und q bezieht, iſt 
pP’ rqg-b = cd, 
no a und b die dem Mittelpunfte entfprechende Coordi⸗ 
roten find, und e der Halbmeſſer des Kreiſes. Daraus 
hält man: 
gqgeb+Ye—-p- Nenn (I. 
lſo 
F==b + yYl[e" — (x — a’ und — 
x — a 
F' — — u — — —. 
x: Ve? — (x — a,”] (ı) 
Mon made alfo 
R=ßkeywmfrxıefsımy,, 
nd ziehe aus diefen Bleichungen die Werthe von a und 
‚ die zweyte Gleichung gird!: 
vie x 2 = — "I 
araw Folgt 
ey’ 
Yıdıty DE 
erner giebt die Leſte Gleihus 
A 


vba vie ar Kr 


oe — — GE 


yıı + 75 


x— m — 


ii. 
. 
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u... 0y° — 
*75 St 5. 
Sieht man den Halbmeſſer c als gegeben an, fi 
bleibt feine willkuͤhrliche Groͤße mehr in der Gleichung; 
und man wird daraus fchliegen, daß der gegebene Kreis, 
deflen Mittelpunkt dur die Coordinaten a und b be 
ſtimmt it, fo beſchaffen it, daß man zwiſchen ihm .und 
der Eurve feinen andern Bogen von denfelden Halbmek - 
fer der aber von jenem verfchieden gelegt wäre, ziehen - 
fönnte. | 
| Denn, für eineh andern Kreiß deſſelben Halbmeſſers 
c; auf die Coordinaten r und s bezogen, und i deſſen 
Coordinaten vom Mittelpunfte g und h wären , hät 
man die Gleichung: 
xt sd = h+ VI? — (r — 9"; 
und damit diefer Kreis denfelben Punft mit der gegebes 
nen Curve gemein har und zwiſchen diefer Curve und den 
bereits beftimmten Kreis durchgefehen kann , fo müßte 
man auch Haben: 
xekxm=yun = fie yı 
Sleihungen die die beyden Größen g und h zu beftims 
men dienen. Es ift aber ſichtbar daß diefe Gleichungen 
von derfelben Form find als die vorhergehenden. wo die 
Größen g und han der Stelle von a und b ftehen. ge 
werden alfo für g und h diefelben Werthe die man ſcha 
für a und b gefunden hat, geben; folglich wird der ncue 
Kreis mit jenem aus Re Werthen beftimmten , zuſam⸗ 
menfallen. 
Nach denſelben Belikfen der Tangenten, wird alſo, 
der Kreis vom Halbmefier'c, deſſen Mittelpunkt durch die’, 
Coordinaten a und b beftimmt ſeyn wird, der gegebenen: 
Eurve deren Epordingten x und y find, berühen, - 
BER - | Da. 





‘ 
D S 
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: Da diefe Eonelufion ftatt hat, was auch immer dee 
Bert vom Halbmeffer c fepn mag, fo fann man c in 
en Ausdrucken von a and b ale unbeftimmt anſehen 
lädann werden dieſe Coordinaten a und b einer geraden 
inie.angehören, deren: Gleichung aus der Eliminirung 
on c entftehet, und die demnach feyn wird: 

x — a 


= —. 
+ Tanz 


Diefe gerade Pinie wird alfo der Ort der Mittels 
unkte von allen Kreifen ſeyn, die die Curve berühren 
Innen; fie wird alfo auf der Curve Normal feyn. Man 
ieht in der That, daß die Bleichung dieſer geraden Li⸗ 
ie, wo a und b die CEoordinaten find, wit der oben . 
10. 114.) für die Normale gefundenen Sleihung zufams 
entrifft. 


116. 


est kann man unter den verſchiedenen Rreifen, die 
en Bedingungen. " . 
rR=fk=sy FTFı=fi=fi=y 
efriedigen, einen finden der um fo mehr der. Bedingung 
Fr—= fi y 
enüge leiſtet. U 


In der That, nachdem man oben 


aët Fra — II — 
| Vſe“ — (x — a)? _ 
efunden hat, ſo wird man daraus ableiten: 
Fra — & 





- [et — (x.— —8 
dan wird. daher folgende Gleichung haben ° 
y" 
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® 
m e 


= Im 
["—(x— a)? 
Man hat aber bereits an demielben Drte gefun! 
_ (ka In —_—_ 
Yecau]= y "far 
Ban wird wird alfo haben: 
yı_ arm, u. daraus ce = 1 
Setzen wir diefe Werthe in den Ausdehde 
und », fo hat man: 


_._ Yet, 14 
um—x * y' + 


Wenn auf dirfe Art die drey beftändfge G 
b, e, wide in der allgemeinen Gleichung des 
eerfemmen beitimmt find, fo fann man daraus | 
daf fein anderer Kreis, zwiſchen der gegebenen 
und tem durch diefe Wertde don a, b, c beftimmnte 
Dundzehen fann. In der That, damit eine | 
CTarde die auf die Ecordınaten r, s bejogen un! 
die Blacdhung s = er vorgeſtellt if, zwifchen de: 
und den befagten Kreis durchgehen kann, fo muf 


haben: 
s-hk=y,#Wxı=fiıı=y 

und x =f"’r=y” (no. Ill). 

Fran nun dieſe Euro? ein Kreis ift, und n 
Grifen ge. 5, k, an bie Stelle von a,.b; c, nim 
wırd mun Ex. 4ſx, 4“x diefelben Ausdruͤcke hab: 
für #5. Ex, Zrx, indem man nur in diefe Hier 
Ratt 2. c, fest. Die drey die man alio für 
mnury ren g. h, k, haben wird, werden diefelb 
ald Liegenigen, duch weile man a, b, c, beftimı 
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folglich toied der neue Kreis, welcher oifchen der Cur⸗ 
e und dem bereits beſtimmten Kreis durchgehen ſollte, 
at. diefem hier sufamnıenfallen, und. mit ihm nureinen 
injigen ausmadden.: | 

Diefer Kreis, wird alfo in Beliehung auf Kreiſe, | 
ide Bigenfchaft haben, als die Tangente in Hinſicht auf 
rade Linien;- und diefes riennen Die Geometer Beruͤhe 
ungskreis oder Kruͤmmungskreis weil er die 
ruͤmmung der Curve zu meſſen dient 

Die Größe c wird der Halbmeſſer dieſes Kreiſes fen. ‘ 
nn man furz den Krümmungshatbmeffer nenns,. 
id die Größen a, b werden die Coordinaten von der 
sehe ſeyn, die der Ort von allen Wirtelpunften dieſer 


reiſe ſeyn wird. 69 
117. Ä 00 1. 
Sept Fann man diefe Theorie auf ei eine et allgemei⸗ 
re Art darſtellen. 197 


Es feyen x, y die Eoordinaten dee negebinen belie⸗ 
gen Curve, und p, q die Coordinaten von der Curve, J 
elche man mit ihr vergleichen will, und Die als gegeben 
agenommen wird. ' 

Geſetzt die Gleichung dieſer Surve enthielte, nehſt 
en veraͤnderlichen Größen p und q, noch beftändige uns 
eſtimmte Größen a, b, o, etc. und ſey vorgeſtellt durch B 

Fpg,abe...)J=o . 
Wenn man in diefer Gleichung pmx, ‚ai in.y ver⸗ 
ndert, fo hat man: — 
Fyabe.:. eo 
me Gleichung die die noͤthige Bedingung giebt, damit | 
ie gegebene Curve mit der vorgegebenen Curve einen 
unt gemein habe. are E 
Ä B— Man 


- 


! . 
R 


8 Anwendung ber Theorie 
ex = fix und u = fix hätte. 

Auf chen die Art wird man bemweifen, DIE, ment 
man für die beyden erften Curven 

f'x — Erz, | fx = = Fix, und fx = Filtg, 
hat, die dritte Curve nicht zwiſchen den beyden erſten ge⸗ 
zogen werden koͤnnte, es ſey denn, daß man auch 

ö'x = fx, 9x = f"z, ex m 
hätte, u. ſ. w. 


\ \ 


\ 


3:2, 


Man kann hieraus allgemein fihließen, daß, wenn. . 


| 


! 
! 


man eine belichige Curve hat, und eine andere Eure 
mit diefer einen Punft gemein hätte, welches erfordert, ' 
daß ihre Ordinaten fhr die nemliche Abfciffe i ferner. :: 
auch die erften Funktionen dieſer Drdinaten für die new | 


liche geme nſchaftliche Abſciſſe gleich feyn, alddann es uns 
möglich ſeyn wird, daß irgend eine andere Curve, web 
he man duch Dielen gemeinfcaftlihen Punkt fähren 
wuͤrde, zwiſchen heyden Curven durchginge, wenn nicht 
etwa die erſte Funktion von ihrer Ordinate für die nem; 
liche Ab ſciſſe auch den erſten Funktionen von ihren Ordi⸗ 
naten gleich iſt. 


Und wenn außer den erſten Funktionen dieſer Ordi⸗ | 


naten ihre zweyten Funktionen für die nemliche Abfcife | 
auch gleih :wären, alsdann würde es unmöglich fepn, 


daf irgend eine andere Curve, die Durch den gemein 
ſchaftlichen Punft ginge, auch zwifchen den beyden Eur 
ven durchliefe, es fey denn, daß die erfien und zweyten 
Funktionen von ihrer Ordinate, refpective den erſten 
‚und zweyten Kunftionen der gemeinfchaftlichen Ordinate 
keyder Curven gleich woren⸗ und fo van den übrigen. 


Eigentlich 


/ ‘ 
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Eigentlich zu reden, treffen diefe Curven nur in dem 
ſunkt, wa die Drdinaten gleich find zuſammen, und bie 
Heichheit der erften, zweyten Funktionen u. f. w. diefer 
Yrdinaten, macht fie nicht in andern Punften zufamen: 
seffend, ſondern fie läßt fie fich ſolchergeſtalt nähern, daß 
eine andere Eurve, für welche dieſelbe Gleichheit ſtatt 
ſaben würde, zwifchen ihnen durchgehen koͤnne. 

Diefes it den reine Begriff, welche man ſich von 
iefen verfchiedenen Graden der Näherung der Eurven’ 
nahen muß, welchen man gemeiniglih Berührung 
contact, ofculation &c.) nennt, und melde die gewoͤhn⸗ 
ihe Art, den Differentiafcakuf abzufaſſen, als mehr 
der weniger ftrenge, oder ale mehr oder weniger aus: _ 
edehnte Zufammentreffungen anfehen läßt. 


313. 

Wenn man eine befiebige Curve hat die durch die 
yleichung y = fx vorgeftellt ift, fo vergleihe man fie 
ogleich mit einer beliebigen geraden Linie. Weil wir all: 
emein dur q = Fp die Gleichung der Curve, mit 
yelher man die gegebene vergleichen will, vorgeftellt has 
en (no. 109), fo wird man für Die gerade Linie Haben, 

PpP=a-+ bp, 
oa und b zwey Deftändige Größen find, weiche die 
age diefer geraden Linie beftimmen. u 

Die Bedingung eines gemeinfhaftlihen Bunt giebt 

gleich 

p= Fxm=a-+ bx; 
nd man wird. diefes vermittelft einer den unbeftimmten, | 
roͤßen a oder b genuͤge leiſten koͤnnen. 

Wir wollen ferner f’x = Nx annehmen, es ift Klar 
aß, indem man na + bp pinx uertgandelt, und 

a5 die 


10 ‚ Anwendung ber Theorie we . 
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die erfte Funktion nimmt, man 7x = b haben wird; | 
alſo fix = b. Daher werden die Werthe von a und b 
durch dieſe zwey Bedingungen beftimme ſeyn; denn mag 
wid ö 
befn,udz=f — xfx 
haben Die Gleihung der geraden Linie wich alfo 
geßk—ufatpf- 
wo p und q die beyden Goordindten find, und die Abſ⸗ 
ciſſe x als beſtaͤndig angeſehn iſt. 
Ich behaupte jetzt, daß dieſe gerade Linte die ki⸗ | 
genſchaft hat, daß Feine andere gerade Linie zwifchen ihr 
und der Curve gezogen werden kann. 
Denn, es ſey 
s or Br 
die Gleichung einer andern beliebigen geraden Linie (no. 
3110); foll diefe durch denfelben gemeinfchaftlichen Punkt | 
gegen, fo muß man auch ex = fx haben; und damit 
fie zwiſchen der eben beftimmten Curve und geraden fi 
nie durchgehet, fo muß man noch px = fx’ haben ' 
(no. 111). Diefe zwey Bedingungen geben 
.gtrk=/f wöhsf'. 
Hieraus ziehet man für g und h diefelben Werthe 
die wir ſo eben für a und b gefunden haben; Daher 
dieſe letztere gerade Linie mit der erſten zuſammentrefe— 
wird. | i 
Die, durch die Gleichung 
q = a + bp, odera= = f — xf'x und b = fx 
beftimmte gerade Einie wird alſo die Tangente von der 
durch die Gleichung y = fx porgeftellten Curve fepn, ah 
dein Punkt der die Abſeiſſe p=x entfpricht (na. 108). 
Weil y= fs, fo wird man, zufolge ber im erfien 
Theile "gebrauchten Bejeichnung — ‚yY=f's die 
Au 
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Ansdruͤcke von a und b werden alſo viel einfacher 
| a=y—xy "und b= y’ feon. 


114. 

Es iſt feigt in der Sleidungg= a + bp für die. 
gerade Linie zu fehen, daß b die Tangente von dem Win 
fel welchen dieſe gerade einie mit dee Axe macht, aus 


druͤckkt, und daß = die Abſciſſe if, Die denfelben 


Yunft entfpricht, mo diefelbe gerade Linie die Are ſchnei⸗ 
det. ° Wenn alfo diefe gerade Linie die Tangente. der 
Curve an dem Punkt if, wop= x, fo wird y’ die 
Tangente des Winkels ſeyn, den fie mit der Age macht, 


ud x + S = n wird die fogenannte Subtangens 


te ſeyn. 

Wenn man ferner, duch s=«“ + Br eine andere 
gerade Linie vorſtellt die durch denſelben Punkt der Curve 
gehet, wo r und s die zwey Coordinaten diefer. geraden 
Linie find, fo wird man für diefen Punkt 

rep=xnseqgmybae; 


4 


eifo 
| arb=uH A; 

‚and wenn man verlangt, daß dieſe gerade Linie die ers 
ſte unter einem Winkel ſchneiden ſoll, deſſen Tangente 
m- fen, fo wird man da b und' 4 die Tangenten der 
Winkel ſind, welche dieſe zwey gerade inien mit derfels 
ben Are machen, durch die bekannten trigonometriſchen 
Formeln 


b 4m 
mm ben; 


ale. - | 
7 —1 


\ ' . 
® 


33 . Anwendung ber. Theorie 
x(1r +b’)m + 


PP - Bu — — — 
ı — bm ” 


wo nur die Werthe von a und b zu fubftituiren find, 


Will man daf.diefe zweyte gerade Linie fenfrecht auf | 
die Tangente fiehen foll, fo maht man m = @;d, " 


z == 0, und man wird bloß haben: 


hen; 


y 


Alto wird — 7 die Tangente des Winkels ſeyn, welchen 


diefe ſenkreche Linie die man gemeiniglich Normale 
nennt, mit der Axe maden wird, und 


wird: berjenige Theil der re feyn, ber wiſchen den. 
Punft, wo fie die Are und Drdinare ſchneidet enthalten | 
iſt, d. h. die Subnormale, Ä 


. Wenn die beyden Eoordinaten x, y der Kurve, in 
Sunftionen einer beliebigen dritten veränderlihen Größen 
ausgedrücht wären, und nimmt man x’ und y‘ für die 
erften Sunftionen von x und y in Beziehung auf diefer 
andern veränderfichen Größe, fo wird alödann nur in 


| eo. - 
den vorhergehenden Formeln überall an der Siele von 


von y’ zu ſetzen ſeyn (no. 63). 

Es wäre überfläffig diefe Formeln auf Beyſpiele an⸗ 
zuwenden; denn, wenn man nur die erſten Elemente des 
Differentialcaleul weiß, ei kann man nicht fehlen die 

Iden⸗ 


Ir 





\ 
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wentitãt der vorhergehenden Formeln mit den bekannten 
differentialformeln wahrzunehmen. 


118. 

Mir wollen jet den Kreis nehmen um ihm mit den 
gegebenen Curve zu vergleichen. Die allgemeine Gleis 
hung des. Kreiſes, welche fih auf die rechtwlnklichte 
Coordinaten p und q bezieht, iſt 

(p = a)? (g — b)y = ec, 
wo a und b die dem Mittelpunkte entſprechende Coordi⸗ 
nöten find, und c der Halbmefler des Kreifee. Daraus 
erhaͤt man: ” 
geb+Ye— (p - 2)) * rs; (1) 


alſo 
FX b + Yl[ce — (x — a” und £ 
X— 4 
F'x = — 7775 — 75 (ı) 
Mon made alfo 
_ RBRefkeywdfı=fsı=y,. 
und ziehe aus diefen Gleichungen Die Werthe von a und - 
b, die zweyte Gleichung girdt: 
— n 


ee m 
daraw Folgt 
ey’ 
Yarty Zu 
Serner giebt die Lrſte Gleichu 9 
7 — b za Ye‘ — (X IT 


„ 
h . 
- u} 


x — a == m 
oa 
4‘ 
Ei — an s 
IR Yu + 5 
He . ERBE 


a ak 
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am x — — b=y-+ — — 
varyıy I’ T5. 
Sieht man den Halbmefier c als gegeben an, ft 
bleibt feine willführliche Gröhe mehr in der Gleichung; 
und man wird daraus ſchließen, daß der gegebene Kreith 
deffen Mittelpunft durch die Coordinaten a und b be 
ſtimmt it, fo beſchaffen ift, daß man zwifchen ihm .und 
der Curve feinen andern Bogen von denfelben Halbmefs 
fer der ‚aber von jenem verfchieden gelegt wäre, ziehen 
fönnte. 


Denn, für eineh andern Kreis deſſelben Halbmeſſer 


c; auf die Coordinaten r und s bezogen ; und ; deiflen 


Eoordingten vom Mittelpunfte g und h wären, bite 


man die Gleichung: 
J s=g=h + Vl'— (9; 
und damit diefer Kreis denfelden Punft mit der gegebes 
nen Curve gemein har und zwifchen diefer Eurve und den 
bereits beftimmten Kreis durchgefehen kann , fo müßte 
man auch) haben: . 
sekmyndeos=fx=yi; 
Gleichungen die die beyden Größen g und h zur beftims 
men dienen. Es ift aber fichtdar daß dieſe Gleichungen 
von derfelben Form find als die vorhergehenden. wo die 
Größen g und han der Stelle von a und b ftehen. gi 
werden alfo für 5 und h Diefelben Werthe die man ſcha 
für a und b gefunden hat, geben; folglich wırd der neue 


Kreis mit jenem aus De Werthen beſtimmten, zufams | 


menfallen. 


Nach denjelben BeMken der Tangenten, wird alſo⸗ 
der Kreis vom Halbmeffer'c,-deffen Mittelpunkt durch die” 





Coordinaten a und b beftimmt ſeyn wird, der gegebenen 


Curve deren Coordinaten x und y find, berühen, 


.” Da 


[4 
0 = 
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- Da diefe Eonclufion ftatt hat, was auch immer dee 
derth vom Halbmeſſer c fepn mag, fo fann man c in 
n Ausdrucden von a und b als unbeftimmt anſehen 
dann werden dieſe Coordinaten a und b einer geraden 
nie ‚angehören, deren Gleichung aus der Eliminirung 
mc entfiehet, und die vemnag feyn wird; 
— a 
= y + ag . 

Diefe gerade Yinie wird alfo der Ort der Mittels 
unfte von allen Kreifen ſeyn, die die Curve berühren 
innen; fie wird alfo auf der Curve Normal feyn. Man 
ht in der That, daß die Bleichung diefer geraden Li⸗ 
it, wo a und b die Eoordinaten find, wit der oben . 
10. 114.) für die Normale gefundenen Gleichung zufams 
inteifft. . 


116. 


est Fann man unter den verſchiedenen Rreifen, die 
n Bedingungen]. " . 
rR=fhk=sy Fı=fi=fı=y 
friedigen, einen finden der um fo mehr der Bedingung 
Fiig mm fx 2 y 
nuͤge leiſtet. 


In der That, nachdem man oben 


nn ea ta __ 
Vſcꝰ — (x — a)”) 


funden hat, fo wird man daraus ableiten; 


ce? 


: [?’ — (x. —9* 


an wird daher folgende Gleichung haben 


Fa — 








y" 


26. Arnlvvendung der Theorie 


n—_ | 
=-—m 

[c’ = (x—a)?]? 

Man hat aber bereits an demſelben Orte gehunden: 
Vſe -@-)J= —=-- 

Man wird wird alfo Haben: 


—8 
—E8 daraus e 
c 


Ya+r (1 Fr 
& + yo: u 
y“ 


ESeäetzen wit diefe Werthe In bei Ausdrucken vont 
und b, fo hat man: | 


a m x 


i tr“, 










‚b=ey+ — 

Wenn Auf dieſe Art die drey beftändige Größen d, 
b, &, welche in der allgemeinen Gleichung des Kreifh 
borfommen beftimmt find, fo fann man daraus fihliefih 
daß fein anderer Kreis, zwiſchen der gegebenen Gurny: 
und dem durch diefe Werthe don a, b, ce beftimpnten Kreit, 
durchgehen kann. In der That, damit eine betiehige 
Eurve die auf die Coordinaten #, s bejogen und durd 
‚die Gleichung s = er vorgeftellt ft, zwiſchen der Curt 
und den befagten Kreis durchgehen Fann, fo müßte m | 
Haben:, 





yr + y‘*) 
y“ 


= h=y x = fı=y'" 

und #”x =f'x=y‘ (no. 11). 
Wenn nun diefe Curve ein Kreis it, und mian did 
Groͤßen g, h, k, an die Etelle von a,.b; c, nimmt, ſo 
wird man dx, 6'x, dx diefelben Ausdruͤcke haben, ald 
für Fx, F'x, Fix, indem man nur in diefe hier g, 5, % 
ftatt a, b, c, fegt. Die drey die man. alfo für die Be. 
ftiimmung von g h, k, haben wird, werden diefelben ſeyt 
als diejenigen ,. durch welche man a, b, c, beſtimmt hat. 
do 
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golglich wird der neue Kreis, welcher zwiſchen der Cur⸗ 
e und dem bereits beſtimmten Kreis durchgehen follte, 
nit. diefem hier zufammenfallen, und. mit ihm nur-einen 
inigen ausmadhen.: | 

Diefer Kreis, wird alfo in Beriehung auf Kreift,.. Die Ä 
ide Eigenfchaft haben, als die Tangente in Hinficht auf 
erade Linien;- und dieſes rienneni die Geometer Beruͤh⸗ 
ungsfreig oder Krümmung. streis weil er die 
kümmung der Eurve zu 'meflen dient: _ 

Die Größe c wird der Halbmeflen dieſes Kreifes- sem. 
enn man fur; den Krümmungshalbmeffer nennt,. 
nd die Größen a, b werden die Coordinaten von der 
urve ſeyn, die der Drt von allen-  Bittefgunfsen, dieſer 


reiſe ſeyn wird.. 45 
u u 
‚ 2117. a 
Sept Fann man diefe Theorie auf eint weit allgemei⸗ 
ve Art darſtellen. ' 93 


Es feyen x, y die Eoordindten dee gegebenen belie⸗ 
gen Curve, und p, q die Coordinaten von der Curve, 
elche man mit Ihr vergleichen will, und die als gegeben 
agenommen wird. 

Geſetzt die Gleichung dieſer Curve enthielte, neh 
en veränderlichen Größen p und q, nach beftändige uns 
‚fimmte Größen a, b, o, etc. und ſey vorgeftellt durch . 

Fg,abe...)=o \ 
Wenn man in dieſer Gleichuns p in x, ‚a in.y ver⸗ 
ndert, fo hat man: .. | 
Fıx, y, a, b, ce.) yo ie. 
ine Gleichung die die nöthige Bedingung giebt, damit 
ie gegebene Curve mit der vorgegebenen Eurve einen 
hunft gemein habe, er u 
FP B Man 


- 
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Wir wollen jur Beruͤhrungscurve einen kreis nehmen, 
deſſen allgemeinſte Gleichung 
— G-bt—c öl 
ſo wird en nur einer Berührung ber zweyten Ordnung ie 
big ſeyn, weil nur drey Elemente a, b, c da find. Man 

wird alfo dieſe &iemente duch die drey Gleichungen | 
G-’4+G-bV—cd=o —a+ Y—by'= 
wı+r(y—b)y’+y’=o 

beftimmen, von denen die zweyte und dritte, die erſte und 

zweyte, Gleichungen von der erſten find. Aub dieſen Bier 

chungen folgt ſogleich | - 


-ju-itr GR + yör 
y „I“ ’ ” ’ 


. s ı 


ur) wie öben (ne, 116). 


‚ Denn man die Gleichung der Varabel nimmt: 
'  yjs=säi,r bx + ex; 
welche auch nur drey willkuͤhtliche beſtaͤndige Groͤßen 
Hat, fo wird maͤn eben fo, fuͤr die Beſtimmung dieſer 
- beftändigen Gtößen; wenn Yan fie Als die Elemente ei 
ner Berührung der zweyten Ördnung anſi eh die Gle⸗ 
chungen haben: 
- a - bx - ex = 03 5 bmau=o 
y'—-2[=0, 
welche 






7 Ä 
V— an J 
‘= — . b a y’ — xy", . N 
. 2 .. « 
xy 





a=my-ıy + 
geben. 


We 
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Wenn man aber die Gleichung der cubiſchen Parabel 
nimmt: 
yhatbıto + ir, 

fo-fünnte fie eine Berährung der dritten Ordnung haben, 
deren Elemente a, b, c, d wären, und die durch die Glei⸗ 
Hungen 

y — a — bk—cı — ix mo, 

Y — b- ax — 3dı me, 

yu— ac — Gx 0, 


= yllı 6d = 
heſtimmt würden. Den hätte alfe 
444 
m * | 
y _ Ä 
vu — 77 
2 2 


xy PR 
ae ma Hrn 


6 
m fo meiter. 


| 119. 

. Wenn man endlich. die aller einfachfte Eurve vers 
langte die mit einer vorgegebenen Eurve eine Berährung 
von einer. beliebigen Ordnung m hätte, fo nehme man 
z und y als. Abſciſſe und Drdinate der vorgegebenen. 
Curve, p und q für die der gefuchten Eurve, und fehe 
y als Zunftion von x und q als Sunftion von p an, und 
made 

ui Ex „e- (px)! 
u=ıtrPp-ny +74, 
u. fm. 
B 3 im 


y’' + 


2 Aunwendung dee Theorie 


wird mangmay,g’ my, gi yd, uf. w. haben, 


indem man in der aten Ssälfte fo viel Glieder nimmt 
als Einheiten in m -F ı find, 

Denn, indem man die abgeleiteten Steigungen i in 
Beziehung auf p Nimmt, und nachher p == x mtadt, fo 


bie qm == ym. Diefe beyden Curven werden in dem 
gemeinfchaftlihen Punkt, der p == x zugehört, die nöthis ' 
gen Bedingungen für eine Berührung der Ordnung m 
baben (Nr. 112 und 117), 

Die dur die vorhergehende Gleichung bargeftellte 
Eurve, ift wie man fiehet, parabolifhen Geſchlechts und 
wird alfo in dem gemeinfchaftlihen Punkt der vorgegehes 
nen Curve, den fi den Lauf diefer Curve am meiften 


je, 


‚ hähernden Lauf Haben, dergeftalt, daß Feine andere Eurs 


wenn fie nicht um ein Grad höher iſt. 


anwendbar. Obgleich diefe Ausnahmen der allgemeines: 
Theorie nichts ſchaden, ſo ift es doch nothwendig, um, 


ve deſſelben Geſchlechts zwiſchen beyden durchgehen Fantı“, 


In 
' 








\ 20. 


Die Theorie, die wir fo eben über die Verihrm 
der Curven gegeben haben, iſt nur eine Folge von der‘ 
allgemeinen Theorie der Entwickelung der Funktionen, 
welche im erften Theile abgehandelt if; Aber wir haben 
I Nr. go 10.) gefehen, daß es partienlaire Faͤlle giebt, wo 
diefe Entwickelung der allgemeinen 'Zorm entweicht, und J 
Daß diefe Faͤlle diejenigen find, wo ein gegebener Dei: | 
von x die abgeleiteten Funktionen fx, fx, u. fi mw. wm: 
endlich macht. Alsdenn enthält die Entwicelung 00 
f (x + i) nothwendig, für dieſen Werth von x, anders’ 
Potenzen von i als die einfachen Potenzen i, it, u ſ. 
w. und die Analofis von Mr. 110 und yız ift hier nicht 


nichts 
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ichts zu wuͤnſchen übrig zu laſſen, zu fehen wie diefe 
Fheorie in ben genannten pauticulairen Källen modificirt 
zerden muß. 

Wenn man * m macht, und die Funktion f(x +i) 
a einer nad + fleigenden Meihe entwicelt, fo wollen wir 
mnehmen, diefe Reihe habe folgende Form: 
fa Ar + BAte + catatr um won | 
uf mw. immer pofitive Zahlen find. 

Ich bemerke fogleih , daß man die Eecffizienten A, R, 
„0. ſ. w., ſowohl als die Erbonenten mn u. ſ. w. 
tech eine ähnliche Methode als in no. “ finden fanpy- 

‚Ran made. fogleich 

fan +)» Bi + ;? p, 
md nehme für id die Höchfte Potenz von 3, die 
Xm: + i) — fin, nad. den gehörigen. Rebuctionen. divi⸗ 
ikt, damit. des Quotient PB, für i.=e. o, weder Null nad 
mendlich wird. 

Menn m=o, fo. fann der Erponent x. negatid. feyns 
jedem andern ale, wird er qugenſcheinlich immer po2 
in ſernnn. 

Berner mache man. 

P=A+.i# 9, i 
d E den. Werth von P für j= o ift, und nimmt 


e i® die hoͤchſte poſitive Potenz von i, die P— A di⸗ 
dirt, damit der Quotient Q, für i = 0, weder Null 
eb unendlich wird. | 

Man fährt fort, indem man annimmt. . 


gam=B-+ i R, 
> B der Werth von. Q, für i.= o, und iX die hHöchfte, 
fitive Potenz voni.ift, die Q—Bdividirt, fo Daß der Quotient 
für i ==.o, weder Null noch unendlih wird; u. f. w. 
Ä D4 Ä auf 
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Auf diefe Art hat. tan: 

"fm +)a fi Ho 

mr He 

.- ur = fin + i A + tr + —X 
| u, ſ. w. 

Man hat, um die auf einander folgenden Sli 
einer Reihe zu finden, fürzere Methoden oder einen I 
‚teen. Ealeul, aber die vorhergehende Methode hat 
Vorzug‘ die Reihe nur. fo meit zu entwideln als 
will, und den Werth des Meftes anzugeben. Fuͤr yr 
Zweck werden wir nicht nöthig haben, dieſe Reſte zu 
nen, es wird ung genügen zu miffen, daß fie immer d 
Größen von der eben gefundenen Form ausgedrüdt 
den eännen. u 

Dieſes voraus gefegt, wollen wir bie duch ( 
chung y = f x, norgeftellte Curve betrachten, mo > 
Abſciſſe und y die Ordinate if. Wir wollen annehmen 
fie mit einer andern Curve deren Drdinate Fxif,« 
Punkt gemein habe, und daß dieſer Punkt der Abfei 
entfpricht, fo daß man Em fm hat, Ueber d 
Punkt hinaus werden die Ordinaten diefer. beyden 
ven, für eine beliebige Abciſſe m + i fepn, ‚f(m+ 
Flm +1); und ihe unterſchied „den ich mit D 
zeichne, wird ſeyn: 

—XR i) — Fm+i) _ 

Wir wollen die Funktion Fin + i); wie die ä 
tion f{m + » entwickeln, und es fey 

Fm+)=m+ip 
9 p = « + i 9% 
. q=#+ i” A 
u. ſ. _ | 


u 
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Nor, r, u. f. w. poſitive Zahlen find, und =, 4, u. h w. 
ind die Werthe von p, q u. ſ m wenni S oO if. We⸗ 
en Fm = fin, wird man ſogleich haben; 
Pzarı— iu +rtea— irre, 
ie pepden erfien Glieder der Entwickelung von f(m-Hi) 
nten fm + I? A, und die beyden erſten Glieder der Ents 
ifelung von Fm +i) find; Fn+it 4, 
ie wollen annehmen fie werden gleich, fa daß man — 
nd 4 m A hat; die erſte diefer zwey Bedingungen wird 
on der Natur der durd fund F bezeichneten Funktio⸗ 
en abhangen, aber die zweyte wird immer, wie die Be⸗ 
ingung Fm == fin erfuͤllt werden koͤnnen, nemlich vers 
aittelſt der beftändigen willkuͤhrlichen Größen a, b, o 
fe w. Die fih in der Funktion Fx vorfinden, 
Man wird alſo in dieſem⸗ Falle haben: 
p=’tera - it, 
nd e8 wird unmoglich ſeyn, daß irgend eine andere Cur⸗ 
e zwiſchen den heyden genannten Curven durchgehen kann, 
emlich durch denſelben Punkt der der Abſciſſe m ent: 
wicht, wenn nicht etwa die benden erften Gfieder der 
'ntwigfelung von P(m + 1), mo 9x die Ordinate dies 
e andern Eurpe ift, auch diefelden, . wie die der Ent: 
idelung von {m + i), find, 


Denn wären fie unterfchieden, fo Fönnten fie fich nicht 

ı dem Ausdrucke yon dee Differenz 4, der beyden Drdinaten 

(m + i) und Cm + i), vernichten, und man mwürs 

e wegen 9m = fin durch die angenommeng Bedingung - 

e8 Zufanmentreffeng der Curven in den Punkte, welr 
er x = m entfpricht, im allgemeinen haben: 
a=: A- i -4 Prag + it 

| B | wWird 


‘. 
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Wird diefer Ausdruck on A mit dem vor 
\ pp» = ara Q — str 
verglichen, fo ifi es feicht zu fehen, vb, da die Erxpo⸗ 


nenten », a, = durch die Natur dee Entwidelung nothe 


wendig pofitio find, es alfezeit möglich ſey, i Flein ges: 
nung zu nehmen, damit der Werth von A den Werth 


von D übertreffe, von den Zeichen abftrahirt, fo fange | 


man nicht ge = 2 und u = A hat, mie in den bepden. 
erften Curven. uilſv in jedem andern Falle wird die dritte 
Curve nothwendig außerhalb der heyden ondern Curven 
ihren Lauf nehmen. 


— —— — 


Wenn man die Entwickelung der Zunftionen fat 
und FEm - i) meiter treibt, fo wird man auf gleiche 
‚Art darthun, daß, menn die drey erſten Glieder deg 


‚ Entwidelung diefer Funktionen diefelben find, keine ans 


dere Curve zwiſchen ihnen durchgehen könnte, wenn fie. 
nicht auch dieſelben Glieder mit jenen gemein hätte, u, 
em. | 

Man, konnte alſo auch, wie in Mr. 117. Beruͤh⸗ 
tung der erſten Drdnung, der zweyten, u 
ſ. w diejenige Naͤherung der heyden Curven nennen, für 
‚welche die beyden erſten Glleder, oder bie drey erften,, 
oder, u, ſ. wm. in der Entwicelung der Aunftionen, wei: 
ſche die Drdinaten vorftellen, diefelben feyn werden. 

Wenn alſo die Curve deren Gleichung y = fx. gege, 
ben. ift, fo wird, die einfachfte Eurve, welche mit m: an 
dem ‚Punfte wo x = m ift eine Berührung der erſten 
Ordnung hat, duch die Sleihung, 

y-fm+ Alx — my. 

oorgefellt; und. diejenige, welche eine Berührung der 


zweyten Ordnung haben wird, durch 
. y - 


| 


| 
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y=fm #Ax— m? +Bix — mit 
egeſtellt; u. ſ. m. 

Denn wenn man m + i für x fabRitlet, fo wird 
an bloß die beyden erſten Glieder 


| fo + a 
ver die drey erften 
fa + a + BiFR, 

der u. f. m. der Entwickelung von fim + i) haben, 

Diefe Eurven ‚hätten alfo auch in denfelben Punks, 
en fid dem Laufe ‘der vorgegebenen Curve, am meiften 
ähernden Lauf, und koͤnnten folglich Dazu dienen von 
er vorgegebenen Curve die Rigenfchaften kennen zu leh⸗ 
en, wie die befondern (fingulisrs) Punfte, die Wieder⸗ 
thrungspunfte ( les points de zebrousfement) u. f. w; 
ſoruͤber man Die Analyſe des Lignes courbes von Er 
ner nachſehen Fann. 


121. 

Wir wollen jetzt annehmen, daß man, in der Sets 
jung y == fx der vorgegebenen Curve, T an der Stels 
von x fette, und daß man die Funktion Xx in einer 
eigenden Reihe von der Form 


Ar + Bate . cAtetı uf, mw 
itwickelte. 
Macht man daſſelbe fuͤr die leichung yark einer 
ndern Curve, und die erfien Glieder der Cyntwicke⸗ 


ing von * dieſelben ſeyen, als die der Entwickelung 


n * ſo koͤnnte man durch ein zhnliches Raiſonne 
ment 


a 


if, oder u. ſ. w. ſich beftändig der vorgegebenen Eure, 


[4 . 
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ment twie oben beweifen, dag man immer i Fein genug 
nehmen Fönnte, damit feine andere Eurve, welche durch 


die Sleihung y = 9x vorgeftellt und deren Funktion 


eZ ebenfalls in einer Reigenden Reihe entwickelt if, und. 


nicht eben fo. viel identifche Glieder mit die der ‚Curve 
hätte, nicht zwiſchen denſelhen Eurven in den Yunkten, 


die der Abſeiſe x = — und allen größeren Abfeiflen WR . 
ing Unendliche entfprechen, durchgehen koͤnne, weil, ſobald 


ale die Bedingung die verhindern fann, daß diefe Sure - 
nicht zwiſchen Den beyden andern durchgeht x für einen - 


gewiſſen Werth von i ftatt. findet, fie um fo mehr für ale | 


noch kleinere Werthe von i ftatt finden muß. 


Hierays Fann man fchliegen, daß die Curve deen 


Sleichung bloß 
yzmhx” ), oder y Ax— en Br" amas 


nähern wird, in dem Maaße als die Abcifien x größer 


werden, aber ohne fie je erreichen zu können, dergeſtalt 
daß ſie durch ein durchgegangenes Glied kommen air 
weiches feine andre Curve deſſelben parabelifchen, ode 
huperbolifhen Geſchlechts, Die nicht um ein Grad höher 
wäre, zwifchen beyden Eurpen durch gehen koͤnnte. 


Diefe zweyte Curve wird alſo eine Aſymtote von ver re \ 


Ren feyn; und diefe Idee non der. Afpmtote fcheing wir 
die einfächfte und die allgemeinfte die man davon geben 


fönnte, da fie zugfeih auch die ſchicklichſte iſt, die Natur 


der Naͤherung, die das wahre aſhmtotiſche ausmacht, N) 
caracterifiren. 


1 


-- 
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Die Probleme weiche man über die Tangenten, die 
ümmungshälbmeflee u. f. m. und überhaupt über die 
erühtüngen der Eurbeh aufwerfen kann, find bon zwever⸗ 
5 Art, directe oden umgekehrt. Die directen Probier 
e reduciken ſich immer dahin, einige Eleniente der Berühr 
Ing von einer gewiſſen Ordnung zu finden (Nr. 117), 
id da jie einzig von der directen Analyſis der Funktio⸗ 
m abhäligen,, fo find fie immer analytifch, aufzulöfen: . 
n den umgefehrten Problemen, nimmt man an, daß 
ne gegebene Beziehung zwiſchen einige diefer Cieinente 
nd der Eoordinäten x, y mit den abgeleiteten Funktio⸗ 
ey, Pr fe w. ſtatt finder; und dieſe Beziehung 
ird, d —— darin die allgemeinen Ausdruͤce der 
lemente in % y, y/3 3”, u. ſ. w. ſetzt) eine abgeleitete. 
leihung einer gewiſſen Ordnung, von welcher man die 
ſpruͤngliche Bleichung finden muß, um die der gefuchten 
urde in x und y zu haben. Diefe Probleme führen .als 
pnmittelbat zu Adgeleiteten Gleichungen, und ihre. Auf⸗ 
ſung haͤngt nothwendig von der umgekehrten Analyſis 
er Funktionen ab, und iſt allen Schwierigkeiten dieſer 
nalpfis unterivörfen. 

Indeſſen giebt es dad Fälle in welchen man fie durch 
fondere Beträchtungen directe auflöfen kann, welche um 
mehr Aufnerffainfeit ‚derdienen, da fie Feinheiten bee 
nalyſis fodern, die zu kennen wichtig iſt. 

Diefe Fälle find Diejenigen wo die gegebene Veſie⸗ 
ing nur zwiſchen den Elementen der Berührung felbft 
;, ohne daß die Cobrdinaten x, y, darin vorfominen. 


Um duch Ein Beoſpiel ſogleich einen Begriff ben . 
efer Art Probleme zu geben, wollen wir annnehmen 
man 
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man verlangte die Curve Deren jede Tangente zwey Des. 
Dinaten, welche den Abfciffen x = m und xu=n entfpres 
chen (verlängert wen es nöthig ft) ſchneidet, dergeſtalt 
daß das Product der Theile dieſer Drdinaten, welche ! 
zwiſchen derfelben Tangente und Are der Abſciſſen enthals 
ten find, allezeit beftändig und gleich K fey. | 

‚Weil die Gleichung für Idie Tangente q = a P bp 
iſt (Nr. 113.), fo hat man, wenn futteflive p == m und 
p==n gemadt wird, Die zwey Werthe von q, deren 
Product Hleich KR fenn füllte. Man wird alfo.zwifchen den 
Elementen a und b der Berührung folgende Gleichum 
haben: 
















CG4mb) (a tik, 

Der natürliche und directe Gang woͤre alſo der, daf 
man an die Stelle von a und b ihre Werthe y — zyfi 
und y’, fubflituiete, (no. 113). Man hätte alsdann fol 
gende Gleichung der erſten Dıdnung 

 b+ram—- I) tm—- oyJ=K i 
bon welcher es nicht leicht feyn würde durch die gewoͤhn⸗ 
lichen Methoden, die urfprängliche Gleichung zu finden. 

Nimmt man aber die erften Zunftionen von dieſer 
Gleichung, ſo erſcheint dieſe 
: tax) y/] (mr) y+[yHm—x)y] (nr) yon 
worin alle Glieder fid in y’ multiplizirt finden; daher 
man fie in folgende zwey zerlegen Hann. | 

y"aowWly+Mm-2y)])m—x)+ 

| ſy ( - )y] (n — 5) 26. 

Die erſte Gleichung, welche von der zweyten Ordnung 
iſt, giedt auf der Stelle folgende von der erſten Ordnung: 
JA, wo A eine willkuͤhrliche befändige Größe ix 
Durch die in no, 59 und folgenden, feſtgeſetzten Prineipien, 
arhat man alſo die vollſtoͤndige urſpruͤngliche Gleichung 
der 
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der porgegebenen, indem man darin bloß diefen Werth. 
von y‘ fubflituiet. 

Diefe Sfeichung wäre alſo von dieſer Korm 

(y — Ax mA) ꝙ — Ax na) - Kg 
h. indem man die Glieder entwickelt 
—- Ax)* (y - Ax) (m Hn)A+ mA Ko, 
Zieht man hieraus die Quadratwurzel, ſo ergiebt ſich 
J Ax — Bʒ 
dem man fuͤr B, die Wurzel der Gleichung 
Bim n) Ab P mnhA —- Kim 
simmt. Man ſiehet hieraus daß man auf dieſe Art nur 
eine Gleichung für die gerade Linie hat. 

Wirklich findet man, dag, da die Gleichung y’ == 0, 
biefe y = A gegeben hat, biefe legtere die urſptuͤngliche 
Sleichung. 

Ax 4 8 

zeben wird, wo A und B zwey willkuͤhrliche beſtaͤndige | 
Srößen find. Aber mittelft der Theorie in Nr. sg. und - 
Folgende, ift befannt daß dieſe zwey beftändige Größen, 
wicht zu gleicher Zeit willkuͤhrlich ſeyn koͤnnen; denn die 
gefundene Gleichung muß mit der vorgegebenen, für eb 
nen Werth von x zufammenfallen. Macht man alip 
xca o, fo hat man ya=B, y’ am A; man wird alfo 
zwifhen A und B folgende Bedingungsgleichung haben 

(B $ mA) (B + nA) = K, 
welche die nemtiche iſt, als wir oben für die Befimmung 
on B in A gefunden haben. 
+ Bir wollen jegt zur andern Gleichung übergehen, 
We nicht von der erften Drdnung if. Diefe wird ebens 
LLC dienen eine urfprüngliche Gleichung don der vorges 
gebenen durch die Eliminirung v von y zu finden. Cie 
vn in der That 


„= 
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Y _ ax. — m = “nr Ä 
/ a(m x) (a x): | Ä 
und fett man diefen Werth in- der vorgegebenen ( 
‚hung, ſo reducirt fie ſich auf folgende: 
AK(m —- ) lan xd: 
Ze Tr ehe 
Diele ift eine Gleichung für die Ellipſe oder fuͤt 
Hyperbel, je nachdem K eine poſitive oder negative 
ße ſeyn wird. Die große Are ft m — n, die kleine 
-YK, und die zwey Scheitel find iin den Punkten 
x mund x ni. 02 
Die Eigenfchäft der Zangenten, weiche uns du d 
Bileihung geführt hat, ift in dein. XLilten Gage 
dritten Buchs der Kegelſchnitte des Apällonius. bewit 
die vorhergehehde Ana yſis Hat aber den Vorzug, e 
ben zu faffen, daß dieſe Eigenſchaft einzig nur den 
deiſchriner angehört, : 
. 123. 
interfuct man n jeet die zwey fo: ben. sefundene 
fingen, fo iſt leicht: zu fehen, daß die erfte nur di 
rade Linie felbft. giebt, die man als Tangente angeı 
men hat, indem man die zwey Elemente a und t 
beftändig anfahe; denn die Gleichung $ ir Ax + 
nicht von der Seit. ing y &=.a + bp diefer Tang 
unterfehieden, indem. ‚die Gleichung zwiſchen beyden be 
digen Größen A ur "3 augenfcheinlich dieſelbe, als d 
nige iſt, welche kr: wiſchen den Groͤßen bund a a 
nommen hat 
Es iſt in der ° Achtbar, dab-jede gerade ! 
dieſes Problem TöB! - am nur zwifchen ihre zwey 
ftändige Größen — . sch Die Bedinguhgen des Pro 
; | 
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regebene Beziehüng da iſt; und da eine w willkuͤhrliche be⸗ 
tändige Größe bleibt, fo folgt daraus daß die GI ichung 
von dieſer geraden Linie, die urſpruͤngliche vollſtaͤndige 
Bleihung,; von der durch das Problem gerebenen Glei— 
hung der erften Ordnung ft. Alſo, analptifch geſpro⸗ 
hen, fo iſt das Problem vollſtaͤndig geloͤſt durch die Blei: 
dung ſelbſt, y = a + bx, mo a und b zwey beftändige 
Seößen find, davon eine willkuͤhrlich ift, und die andes 
fe daven dutch die Gleichung 
(a + mb) (a + nb) = =K abtpängte 

Was die zweyte Aufloͤſung anbetrift, da fe Feine 
Meährliche beſtaͤndige Größe enthält, fo ift fie ſtrenge 
nommen ‚weniger allgemein afg die erfte, und Fann ent- 
eder nur ein partıculairer Fall von der erften feyn, oder . 
ne befondere (fingulicre) Auflöfung, welche ſich aus der 
zetrachtung die wir in Nr. 72 entwickelt haben, ergiebt. 

Man fann fich leicht auf der Stelle überzeugen, daß 
iefe legte Aufloͤſung Fein particulairee Zall von der er⸗ 
en feyn kann; denn fonft müfle dıe Gleichung der er: 
en Auflöfung! y=ax + b auch der Gleichung ber 
veyten Auföfung: 

„Km. — x) Cu — 5 
+ (m nn): =. 
enuͤge feiften, indem man ihre willkuͤhrliche befländige 
zroͤße ſchicklich beſtimmte, und folglich wenn man y aus 
ieſen beyden Gleichungen eliminirte, die daraus entſte⸗ 
jende Gleichung nichts weiter als beftändige ‚Sröten ent 
ſelte, welches nicht iſt. 

„ Sie kann daher nichts anders als eine bejondere (ln. 
—* Aufloͤſung ſeyn, und in der That, wir haben 
Br. zı )gefehen, daß der Character vdu der ürfpräriglis 
fen befondern Gleichung, Einer jeden Gleichung der ers 

to “ | fen 


* 
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ſten Ordnung von der Form y/ = F(x,y), ein n ſolch 
ift, der die Funktion F’Cy) d. h. die Erftefunftfon vo 
F(x, y) in Beziehung auf y allein genommen‘, unen! 
lich macht. Wenn aber die Gleichung unfers Problem 
unter nachſtehender Form geſetzt wird. 
[yr+(m—x)y‘] Ytro-s)yl=K, 
giebt‘ 
Fa, „) = ax—mnt+Y[ıK(m—x) (nx)+mn)* 
| 2(m—x)(n—x) 
daraus zieht man 
Bam 
= a(m—x) (n—x,Y [4K/im—x — 7 — 
wo man ſieht daß F’Cy 3 durch die Gleichung 
Km—x)(n—x) +(m—n?’y’=o 
unendlich wird, welches die der zweyten Auflöfung if. 


124. 


Unterfuchen wir die Art tie wir zu dieſer uff | 
gelangt find, fo wird man ſehen daß fie von diefem I 
ftande abhing, daß die Srftenfunktionen von a und: 
als Zunktionen von x, y, y’ betrachtet, unter ſich ind 
nem Verhältnig find, welches die Zweytenfunktion y’ ni 

enthält Sn der That, wenn | 
bay undamyay, 








fo Sat man 

bay’ und im — xy”, 

welches E 

= — — x giebt. 

Nimmt man alfo die Erſtefunktion von der Steihung 
(a + mb) (a 4 nb) = K,’ 

und dividirt durch b/, ſo hat man eine Gleichung u 





\ v 
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ebenfalls‘ von der erſten Ordnung ift, und das Refultat 
der Sliminirung von. y’ zwiſchen dieſen zwey Gleichun⸗ 
gen, giebt die eben gefundene Gleichung der Kegelfchn:tte, 
Aber, ich ziehe in Erwägung daf die Groößen a und 
b durch die Sleichungen 
y=a-+ bx und y = b (N 118) gegeben find. 
Die Gleihung ven welcher alſo die Rede ıft, ift dag 
Reſultat der @liminirung von a, b und y’ zmwifchen den 
Gleichungen 
 yza+bsYSäsb@a+n)(@aHtn)=K, 
, and der Erſtengleichung diefer legten duch a’ dividirt. 
: Dan wird alfo daſſelbe ‚Refultat erhalten, wenn man fos 
| gleid, eine der beyden Groͤßen a oder b zwiſchen den 
zwey Gleichungen 
y=a-+ bx.und (a mb) a+n)sk 
“eliminiert, und feiner die andere Größe mittelſt der reſul⸗ 
tirenden Gleichung und ıhrer Erſtengleichung, fo ges 
nommen, daß man diefe legtere Größe variiren läßt, 
Eliminirt man alſo ſogleich a, ſo hat man die Gleichung. 
IIV. (m — x) bIIy ( —- ) T7TR X. 
Nimmt man die Erſtegleichung in Hinſicht auf b, und 
divdirt mit b/, fo hat. man, 
 brtm- 9b) man) + lr+a-nb] m—2)=o, 
: daraus ziehet man 
j be 2x — mn 
(m — x) nn — x) 
wird dieſer Werth in der andern Gleihung fubftituirt, fo 
= erhält man die Gleichung wie oben 
(m -n)”"yP’+4K(m—ı)iex)=0 
velche d.e zweyte Aufloͤſung enthält. 
|, Dan fann auch noch in Betrachtung ziehen daß, die Glei⸗ 


wre 





& 3 (@+mb) 
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(at mb) (a + onb)=-K, 
welche die Beziehung zwifchen a und b enthält, in 6, 
cher die Bedingung der Aufgabe beftchet, durch die Yufs . 
loͤſung a = fb giebt; diefen Werth in der Steigung 
y=a-rbx 4 
ſubſtituirt, gebueirt ſolche in folgende 
y=/fb + bx, 

welche nur noch die willführliche beftändige Größe b ent 
Hält, die man durch Die Erftegleihung in Hinſicht anf 
b genommen, nemlih, f’b + x == o, eliminiert, wel 
‚es wiederum daſſelbe Refultat giebt. Aber, nachden 
‚was wir oben gefehen haben, ift die Gleichung | 
y=fb + bx 
die volfftändige urfprüngliche Gleichung von der durch * 
Problem gegebenen Gleichung der erſten Ordnung; bie! 
daher aus der Eliminirung von b zwiſchen dieſer bier und 
der Gleichung f! b + = 0, entſtehende Gleichung, 
wird nach der Theorie von (Mr. 72) genan die fi ngulab 
re urſpruͤngliche Gleichung ſeyn. 

Anderſeits da die Gleichung 
y=fb + bx 
die allgemeine Gleichung der Zangenten der gefuce 
Curve ift (Mr. 122), fo fann man daraus ſchlieſſen, daß, 
um die Gleichung dieſer Curve zu haben, fo braucht aa: 
nur die willkuͤhrliche beſtaͤndige Groͤße b welche die Tohs 
genten unterfcheidet, als veränderlich anzufehen, und fe. ' 
duch die Bedingung zu beftimmen daß die erſte Gleichung: 
in ‚Beziehung auf diefe veränderlihe Größe zu gleicher‘ 
Zeit ftatt habe. Hieraus ficht man auch, daß die us 
fprüngliche Gleichung, welche wir für die dur) das [7 | 
biem gegebene &leichung der erflen Ordnung gefunden 
haben, nichts anders, als die Gleichung derjenigen Cur⸗ 
de 


















S 
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e ik, welche, dur die immerwährende Durchſchnitte 
ee durch die vollſtaͤndige urfprungliche Gieichung derſel⸗ 


en Gleichung der erſten Ordnung vorgeſtellten geraden, 
inien, gebildet wird. 


128. 


Madden, ſolchergeſtalt diefe Materie. durch ein Bey⸗ 
jiel erläutert ift, fo wollen wir folche auf eine allgemeine 
{13 abhandeln. Es fey,. wie in Nr. 117. 

Mxy, b, b) 0 
Die Gleichuns der Beruͤhrungscurve, welche wir oben 
ls eine gerade &inie angenommen: haben, und es fep 
93, b)=o 
ie Bteihung, wei die Beziehung zwiſchen den sven us 
ie Ratur des vorgegebenen Problens gegebenen Elementen 
u.b beftimmt. Infolge der in eben derfelben Rummergegebes 
en Theorie muͤſte mana und b durch die soep Gleichungen 
‚, Rs pa b)m.o und Fix, ya bJ = =a. 
eſtimmen. 

Wir hahen aber (Br. 59) gefehen, daß, wenn sun 

16 ‚den drey Gleichungen 
FAKx,yab)=o. Fix, y, 2 by = .o 

und Fe, y, a, b)’. == o 
und b eliminiet, man zwiſchen x, y, y’ und y’’ eine 
leihung der zweyten Drduung hat, welche wir durch. 
= 0 dezeihnen, und von welcher 

F(x. y. a. 6) 
pvollſtaͤndige urſpruͤngliche Gleichung ſeyn wird, wo a 
d b die willführlichen beftändigen Größen find. Wir 
ben auch geſehen, daß wenn man = oder h aus deu 
den erſten Gleichungen eliminirt, die beyden entſtehen⸗ 
Gleichungen urſpruͤngliche Gleichungen der erſten 
& 3 Deds 


38 Antwenbung: ber" Eheorie 


Hrönung berſelben Gieichung v= o. ſeyn werden, und 
von welcher diefe hier’ das Refultat feyn wird, indem man 
von neuem bie erſten Funktionen nimmt, und die übrig 
gebliebene befländige Groͤße eliminirr Nr. 60); 
Wenn man alfo, aus dieſen erften beyden Gleichun—⸗ 
gen die Werthe von a und b zieht, die wir duch P und Q 
bezeichnen wollen, und man ſolchergeſtalt 
=pP,b=Q 
hat, wo P und Q —* von x, y und y find: man 
ferner die Erftenfunftionen" diefer Gleihungen nimmt, 
inden man immer a-ınd b als beftändige Größen ans " 
ſieht, ſo wird man die Gleichungen der zweyten Ordnung 
PP = o, Q’= o haben, die mit der Gleichung V=o 
zufammenfallen ſollten; und man atſo G norhwendiger Wei⸗ 
fe ‚Haben wird: . 
-P=MV, Q' => NV, ’ 
foo M und N Aunftlonen von x, y und y‘ ohne y’ find, 
Denn, wenn 3. DB’ M noch “ enthielte, fo würde die 
Gleichung P’ = 0, aufler V == o, noch die-andere les 
dung der zweyten Ordnung M e= geben, welche nicht 
in der nemlichen Gleichung V = o, enthalten wäre; weh : 
ches nicht ſeyn kann. | 
Subſtituirt man alfo dieſe Werthe von « und bin 
der Gleichung des Problems | 
(a,b) = 0, 
fo wird man haben | 
e(P,Oo)=o 
Nimmt man ferner die Erftegfeichung, fo hat man 
p— (pP) + Wo (QA)=o, 
indem man durch 9 CP) und 9° (Q) bie Erfefuntte 
nen von ⸗ (P, Q) in Hinſicht auf— P- und Q 2 Moliet genor⸗ 
wen, bezeichnet. 





Sekt 
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Setzt man daher für P’/ und Q/ die obigen Buttride 
fo wird’ diefe legtere Gleichung . | 
VI[M cP) N (Q)] 0, 
welche ſich ganz natuͤrlich in folgende wen Gleichungen 
jerlegen läßt: 

VYeround Me'(P) + Ne )=o 

Die erfte Gleichung V = 0, wird von der zweyten 
Ordnung ſeyn, und zur vollländigen urfprünglichen Gleis 
Hung haben; on 

Fliaya»b)=o, Ä 
d. h. die Gleichung der Beruͤhrungscurve ſelbſt/ in wel⸗ 
cher eine einzige der beyden beſtaͤndigen Groͤßen a und b 
willkuͤhrlich ſeyn wird, indem die andere durch die Glei⸗ 
Yung des Problems € (a, b) = o, felbft beſimmt if. 

Die andere Gleichung 

Mę () àN(Q) =o 
wird nur von der erſten Ordnung, und ohne willkuͤhrli⸗ 
che beſtaͤndige Groͤße ſeyn. Wird ſie aber mit der Glei⸗ 
chung (P, Q) = o. combinirt, fo giebt ſie durch die 
Eliminirung von y’, zwiſchen x und y eine Gleichung 
die die ſingulaire urfprängliche Gleichung von dieſer letz⸗ 
ten 9 (P,Q) = o, ſeyn wird, 

Diefe Gleichung wird alfo das, Refultat der Elimini⸗ 
tung der Groͤßen a, b und y’ zwiſchen den vier Steigungen 
FCXx, y, a, b6) 0 
F (x, y, a, b) ='o 

0 (c, b) und Mg‘ No (byo 
ſeyn. 

Sieht man nun a und bals Funktionon von x und 
ran, fo geben, die Gleichungen am pP, b=Q, die 
zus den beyden erften entſehen, folgende zwey Erſteglei⸗ 
Hungen 

€ 4 | . a = 
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= PM= MW = 
mb atmNv, . 
mithin i 


mn. — 


* 


welche nichts anders als die neglerhung von 
0 (a,b) o durch a’ dividirt iſt. 
Anderſeits, iſt es augenſcheinlich, daß, bey der Ron. t 
rausſetzung von a und b ats veranderliche Groͤßen, die 
Erſtefunktien von 





F (X, y, a, b) 
nicht bloß F (x, y, a, b) iſt, 
ſondern man, die der Variirung von à und b zukommen⸗ 
de Glieder hinzuſetzen muß, welche a“ F (a) +b’Pb) 
find, indem man durch F' (a) und # (b) bie Erſten 
funktionen von F(x,y, a,b) in Hinſicht auf a und auf 
b die allein als veraͤnderlich angeſehen hub, Bendmmen, 
bezeichnet. 
Mimmt man daher die Cofenfunftionen der Of 

wung J 
F(x; ya = re 
fo wird man haben: _ nl j 

F (Xx, y, a, b) +a Fi (a) + b’ a (b) = 9 
man hat aber bereits die Gleichung " 

F(x y. % bY = 0; 
daher hat man, in der Vorausfegung a und b aloe ven 
aoͤnderlich, die Gleichung | 
at M-£ä) rer tb) 

woraus folgt 


nv " 2 fx, 
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 b*_ __ Fi) 
a’ 7 Frxby - 
N 
:fes. it der Werth von u» welchen man direet auf diefp- 


t finden fann, und wie man deutlich fieher, nur eine 
netion der erfien Ordnung ſeyn Fann, weil ſie nur die 
roͤßen x, y und a, b enthält. | 


-Die in Rede ftepende Gleichung wird alfo nach der 
engften Analpfe, das Refultat der Eliminirung von % 


und = zwiſchen den vier Gleichungen 
Fix, Y: a, vu es 0, 
€(a, b), F'(a) + - Fob)=o, 


He 
un, von melden die Ion leßten die Erftenfunftionen 
er zwey erften find, in Beriehung auf a und b genoms - 
en und. durch. a’ dividirt. 

Die Gleichung | | 

| F(x,.y, 3, b) =.0 
k hier weiter nicht mehr vöthig, und findet 7 erfegt, 
uch die, Gleichung | 


ie davon eine detge iſt. u mn 


.. 7 


Wenn man, daher ſouleich die zwey erfien range. 
urch die Eliminlrung von b, in eiger einzigen Gleichung 
ringt, ſo iſt weiter nichts zu thun, als von dieſer Glei⸗ 
ung die Erſtegleichung/ in Beziehung auf a allein ja 
men, und nachher a mittelft dieſer zwey Gleichungen 
Gi m 
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zu eliminiren, das Reſultat wird nothwendigerweiſe daſ⸗ 
ſelbe als vorher ſeyn. 

Wenn man daher, aus der, durch die Bedingungen | 
des Problems, zwiſchen den Elementen a, b der Beruͤh⸗ 
tung, gegebenen Gleichung, den Werth von b in a zieht 
und man b = Ya (V ift auch das Zeichen einer Zunfs 
tion ) annimmt, diefen Werth in der Gleichung 

Fiuyab)=g | 
son der Beruͤhrungscurve ſubſtituirt, nachher die Erfe— 
funftion von | I 

F(x, y, a, Wa) 
in Beziehung auf a allein nimmt, welche Sumnftion wir | 
durch 
FG, ta) 
bezeichnen wollen, wo a’ 6 Erſtefunktion von a als Funt 
tion von x betrachtet if, fo wird man folgende den Glei⸗ 
chungen haben 
DEZE FRyay)=h 
ee ud F(a, ya)zo, | 
aus welchen man a eliminiren möäfte; und’ es ift fichthar 
daß das Refultat nichts anders feyn wid als die fingu,. 
laire urfprünglige Gleichung der erften rdruns, wovon 
5FC(CX, y, a, VP'a) * 
das vollftägdige Integral feyn wird. che 22.) 

Die durdy dieſe fingulaire Gleichung dargeftellte Cur⸗ 
ve wird eigentlich diejenige ſeyn die das Problem auföft, | 
und melde die Eigenſchaft haben wird, in jedem Punkte 
durch eine, der Durch die Gleichung F (x, y, a, Yya)=o 
dargeellten Euryen, berührt zu werden. . In diefer Gleis 
hung iſt a für eine und eben diefelbe Curve beftändig, aber 
veraͤnderlich von einer Curve zur andern. 


Die 
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Die Art wie mir zu digfer legten Aufloͤſing gefommen 
find, ift analytifch zu reden die directefte, aber durch fols 
gende Betrachtung Fann man leichter Dazu fommen. Da 
das Probiem darin beftehet die Curve zu finden, die in 
tem Punkte, eine Verührang der erſten Ordnung, mit 
derjenigen Eurpe bat, Die durch die Gleichung 

Fa, y, a, V a) 
targeſtellt iſt, wo a ein unbeſtimmter Parameter iſt, fo 
folgt (Mr. 117) daß die Gleichung der gejuchten Curve, 
für y und für y’ Sunftionen von x, von derfelben Form, 
als diejenigen find welche aus den Gleichungen 

| F(s,yvyaYya)=o, 

und F(x, Y: & yı)z 
hervorgehen indem man durch 
F(x; Y» 35 ya) 
die Eeſtefunktion von 
(xy Ya) 
in Bezichung auf a und y bezeichnet. | 

Da und.a: ıne unbeftimmte Größe ift, fo kann man 
fee annedn:m‘ daß die gefuchte Curve durch die nems 
lide Bleib? oo 

FuyaYyayıso 
‚dorgeftellt wird, wenn nur die E- -.leihung Yon diefer 
biee, -auch pen derfelden Form 

F(x,y,a,Ya) =o 
if. | | 

Iſt aber a eine veränderlihe Größe, fo wird, Wie 

Ä wir oben gefehen haben von 
FC(xXx, yaı ya) 

die vollſtaͤndige @rfegleichung jun: 

Pæ 


ſten Drdnung zu diefer ganzen Kamillie der Eurven gebir 


in Beziehung auf x und: y allein gegammen, ‚follten, al 


— 


“tig ſeyn, indem man deu Parametere a eis eine verander 


umfaſſen, indem ſie mit jeder von ihnen eine Beruͤhrung 


x x angefegen if; es muß daher der ai, von a. ſo Dee 
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 FoRyay)Haraya.. 

- Die in Mede fichende Gleichung wird alfo erfüllt ſeyn 
wenn man a durch die Gleichung 

| Fl, ya)=meo om 

beftimmt; „welches die fo eben gegebene letzte Kufötng 
geben wird. Ä 
Jede Gleichung, zwiſchen x, y und einen undeftimm 
ten Parameter a, welche wir, mehrerer @infachheit wegen‘ i 
durch f(x, y, a) = o bejeichnen, ftellt, indem man fur 
ceſſive a alle‘ mögliche Werthe giebt, eine Familie dar; 
don einer unendlichen Anzahl Eurven, die in der —* 
oder in der Lage, oder in beyden zugleich, im Verhaͤu 
niß der. Variationen des Purameters, variiren; und wen 
man dieſen Parameter mittelſt der Evftenfunftionen (Nr. 
59), eliminivet, fö wird die entfiehende Gleichung der ei’ 


3 











ren. Sie wird alſo auch zu der aus allen dieſen Curven, 
gebildeten Curve gehoͤren. Dieſe Curve wird alle andeit 


der erſten Ordnung hat. Die nemliche Gleichung faoy 
2) = 0, fa wie auch ihre: Erfiegleichung Zu, y af = % 


auch für jeden Punft von diefer umfaſſungs Eurve, gül ' 


Liche Größe anfieht. or 
Aber, in dieler Hppothefe iR, von fir 2.2) : 
vollſtandige Erſtefunktion; J 
fa ya) + at fa), . U 
indem man’ durch Ca) die Erſtefunktion, die Beziehung: 
auf a allein genommen, bezeichnet, nnd duch a’ die Ep 
ftefunftion von a, ‚wo a als eine beliebige Sunftion von 


ſchaffen 


- “ 
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haffen feyn, daß man f (a) = o hat; welches von dee 
zleichung der erſten Ordnung die. der Gleichung /(x, y 
) = o entfprit, in welcher a als eine willkuͤhrliche bes 
indige Gröfe behandelt it (Mr. 72), die fingulaire ur: 
wüngliche Sfeihung geben wird. . 

‚ Hieraus kann man allgemein. ſchlieſſen, daß von eis 
er Gleichung der erften Ordnung die fingulaire urſpruͤng⸗ 
he Sleichung, immer die umfafi ungs Curve vorſtellt, 
‚n allen den Curven die durch ihre vollſtaͤndige urſoruͤng⸗ 
de Gleichung dargeſtellt werden koͤnnen / indem man 
r willkuͤhrlichen beſtaͤndigen Groͤße alle mögliche Werthe 
ebt. n | 


129 


Wir wollen auch die Beruͤhrungen der zweyten Sehe 
ung bettachten, und tollen | 
F(x,y,3,5,c)=6 
hr die Gleichung der Derührungscurve nehmen, und vor⸗ 
ausſatzen, daß zwiſchen den drey Elementen a, b, c, die 
uch die Gleichung E (a, b5 c) = o, gegebene Bes 
ichung, vorhanden iſt. 
Da die Werthe dieſer Clemente ſ ch aus den drey 
zleichungen * 
F(X, y-4, z, )260, 
cAM(x, y, a b, * 60, 
FCX, y, a, b =o | 
‚geben fol (Nr. 117). fo bezeichne man dieje Werthe 
irch P, Q, R, alsdann wird die Gleichung des Problems 


yn | — 


ap, % Remo 
(che tie man fiehet oon der zweyten Ordnung if. ur 
Die 
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Die dry Gleichungen 
a P, b= Q° c=R 
“werden (indem man die Erftenfunftionen in der Vorraus ] 
: fegung von a, b, c, als beftändige Größen, nimmt) bie 
nemlihe Gleichung V = 6 der dritten Ordnung geben, 
welche das Reſultat der Eliminirung von a, b; c, mittel. 
der drey vorhergehenden Gleichungen, eombiniet mit dei. 
Drittengleichung | 
PCX, y. a, b, o 
ſeyn wird (Nr. 59); mithin hat man nothwendig 
P=MV @=NV RV=LV,. 
wo IM; N, L, Sunftionen von x, y, y’ und 'yli 
y44 find; foldhergeftält, wenn man die Erſtefunktionen 
Gleichung (1. R) = o nimmt, fo wird: man haben 
BP’ CP) Qαν) + R! "WR =o fr 
nemlih! 
vV[Me(P) + N (OO) + L W(R)] = o, 
- diefe Gleichung theilt fich natürlich in folgende zwey, 
a vV=o0 
An? MOlP) FNG(Q) FLO (R)=o, 
wovon 2 erſte von der dritten, und die itoegte nur don 
der zwerten O dnung ift, 
| Die Ole. ng Ve o hat, wie wir bereits geſchen 
haben, zur vuulſtaäͤndigen urſpruͤnglichen Gleichung. 
Lie Clei as, der Berührungscurde jelbft 
F(x,y,a,b,c) =o, 
in welcher a, b, c die drey willkuͤhrliche beftändige Sr 
fen find, da aber die Gleichung des Problems: 1 
aP,Q,R)=o,. h 
Nur von der zweyten Ordnung ift, fo muß fi € ine Bu 
ziehung zwifchen dieſen deey beftändigen Größen, finden, 
weiche “ie auf zwey willk uͤhrliche Größen reducirt; und 
dieſe 
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fe Beziehung ift durch die Gfeihimg - 
"ga b)=o 

\eben, die aus der vorhergehenden hervorgeht, wenn 
ın die aus den Gleichungen 

a=P,b=Rc=R 
jogenen Werthe von P, Q, R, ſubſtituirt. 
* Da die andere Gleichung von. der zweyten Ordnung 
‚ fo kann man durch fie and der Gleichung —(P, Q,R) 
o, die Sunftion y“ eliminiven, und die daraus ent» 
hende, wird von diefer bier eine urfprüngliche Gleis 
ung der erften Ordnung feyn, die aber feine willkuͤhr⸗ 
be beftändige Große enthalten wird. 

Diefe Gleichung wäre alfo das Refultat der Elimini⸗ 
ng der Größen a, b, c und * vermittelſt der Glei⸗ 
ungen 

F(x, y, & P c) = o; 
Fx,yabcyV=o - 

F(x, y. a, b, co, 

%a, b, ce) = 0, und 

M&‘a) + NPlb) + Le/lc) = 0. 


Sieht ı man dber a, b, c_ald Sunftionen von x, * J 


n, fo wird von 
F (X, y, a, b, c), 
ne Erſtefunktion ſeyn: 
F(G, y a b, ce)’ + a’ Fila) + b/F’(b) + File), 
ndem man bloß durch | 
Fa), F’(b); F’Ce) 
ie &rftenfunftionen von F(x, y, a b, e) (in Beziehung 
uf a, b, c, welche allein als veränderlich angefehen find, 
nommen) bezeichnet; daher die zwey Gleichungen 
F(x, y, 8 b, c)=o0 3 
und F(x, y a b, c) o 
® fols 


’ 
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folgende mit fi bringen 
a’F'(a) + b’F «b) + (F!)=6, 
VUeberdem wird aus eben der Urſache von 
F(x, y, a, b, 0)’, die Erſtefunktion ſeyn 
F(x, y, a, b, e)’ + a’ (a) + b/ Pb)‘ + 6 Bat; 
indem man ebenfalls durch ' 
F'(a)’, Fb)‘, F‘(e) - 
die Exftenfunfgonen von Fix, y, a, b, e) (in Beet) 
auf a, b, c, welche allein als veränderlich. angefehen find 
genommen) bezeichnet; und da man in der Bildung diefel 
abgeleiteten Funftionen, die Größen a, b, c als uw 
abhängig von x und y anfieht, fo ift leicht. Durch die in 
‚erften Theile (no. 86) aufgeftellten Peineipien, iu bewei 
fen, daß die Zunftionen 4 
Fa)", F’(b), Filcy', rn 
daſſelbe ſeyn werden, als die Erſtenfunktionen der Funktionen 
F (a), F(b), F’(e), . 
in Beziehung auf xundy genommen, Folglich bringen 
die zwey Gleichungen — | 
EFERCox, y, a, b, & 0 Br 
und F(x, ya b, c)’== 6. 
nothwendig noch dieſe andere mit: 
a F’(a)’ + b’F Fb) + EP 6. 
Wenn man daher diefe zwey Gleichungen 


 b/ ct _. 
F'(ä) + 7 Fi(b) + 7Fο 













Fra)+ * FAν— Fo = 6 
fit der Gleigung 
| %'(a) *7 4 > 48 = 0) =. 
"die aus o(a, b, * 20 eitfptingt combinirt, und die 


‚Erftenfunftionen, nimmt, fo erhält man, durch die Eli⸗ 
mini⸗ 
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Ber 
minirung der Größen — und—, eine Gleichung in a, b, 


ec, und x, y, y ohne y“, welche derjenigen equivalent ſeyn 
wird, ‘die man aus den beyden Gleichungen 
| Fx,y3abc)’=oun 
M9(a) Ned) + Lel)=o 
duch Bliminirung von y“, abgeleitet hat. 
Es bleibt alfo nur noch a, b, 2 vermittelſt der Glei⸗ 
chungen 
Kuyabe)=o 
FC(X, y, a, b, e) 0, 
und 0 (a, b, c) 0 
zu eliminiren, und das Endreſultat wird die nemliche ur⸗ 
fprüungliche Gleichung der erſten Ordnung, von der Gleis 
Kung 6P, Q, R) = o feyn, welche da fie ihrer Natur 
nah, feine willführliche beftändige Größen enthält, nur 
eine fingulaire urfprüngliche Gleichung ſeyn farn. 
In der That, wenn man, um die Auflöfung zu 
. vereinfachen, damit anfängt, den Werth. von c aus ber 
Sleichung 
%(a,b, c)=o 
; üuiehen, - und man diefen Werth durch Lla, b) darſtellt 


h alödann die Auflöfung ſich darauf reducirt a, b und > 


wi eliminiren zwifchen den zwey Gleichungen 
FIx, y, a, b, V(a, b)] =o 
F[,23,b.4 (a b)/=o 
und den zwey @eftengleihungen von jener, in Hinfiche 
auf a und b allein genommen, und durch a’ dividirt: ein 
analoges Verfahren von Nr. 124 


U. Theil | D 128. 
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DE 128. oo. 
Allgemein, wenn man eine Bleihung zwiſchen x;y 
und zwey willkuͤhrliche beftändige Grohen a und b hat, 
welche wir dur 
| F\ x, Y, 9, bD)=o 
darftellen; und man diefe zwey beſtaͤndige Größen, 1 
mittelft der zivey abgeleiteten, Gfeichungen \ 
&yab)’=o 
und f(x,y a,b)’ wo 
eliminirt, fo wird man eine Gleihung der zweyten Ot 
nung V o haben, die zu allen durch die Gleichung 
f(»y a, b) =o 
vorgeſtellten Curven, gehört, indem man a und b bei 
biige Werthe giebt, und von ‚weicher, folglich diefe hier M 
| vollſtaͤndige urfprüngliche Gleichung feyn wird. 







Sie gehoͤrt daher auch zu der Curve, oder zu de 
durch alle diefe Eurven, gebildeten Curve, und welch 
fie dergeftallt einfchlieflen, daß fie mit emer jeden von ih 
nen eıne Berührung der zwehyten Drdnung hat, df 
in welchen die y, y’ und y’’ die nemlichen find. Aber, t 
die Größen a und b in jeder eingemwicdelten Curve hefl 
dig, und veränderlich für alle umfaffuugs Curven (con 
‚ bes enveloppantes) find, fo müffen, (damit daß die} 
, 7“ die nemlichen in den zwey Hypotheſen find) M 
Gleichungen von welchen fie abhangen, auch die nemlich 
ſind. Nun giebt, die Steihung f(x, y, a, b) = 0,4 
der Borrausfegung von a und b als veraͤnderlich, ‘die e J 
ſtegleichung 

(x: y, a, ) + —W + — *03 * 
mithin, damit dieſe Gleichung ſich auf 

I, Yı & b) * = 0 








re⸗ 
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ducirt, wie indem Fall und bald.befländig, fo mös 
e man haben . 

pdf (= o, | 
auf eben Die Urt giebt die Bleihuns. | 
f\x Y» 8 bY= 
) Fall a und b veraͤnderlich, folgende abgeleitete Glei⸗ 
ung 
fix, y a, p) +afl(ay bt lvo; 
che fich nicht, wie in dem Falle, wenn a und. b bes 
ndig find,. auf 
fo ya,bV = 
ingen läßt, ale wenn man, 
fly Hbf , 
zt. 
Hat man ſolchergeſtalt die vier Gleichungen 
fa y, 8, b)= o, —J 
f(x % a, = 0 0, 


fa +rc)=e 


und fa)‘ + * f(bY=o, 


— 


⸗ 
darf man nur.a, b und Le eliminiren, und man 


q' 


n8 Gleichung der erſten Ordnung zwiſchen x, y und y“ 
aben, welche die Gleichung für die enweloppirende Cur⸗ 
en ift, und welche zu gleicher Zeit von der Gleichung 
= o die fingulaire urfprüngliche Gleichung ifl. 
Man ſjeht hieraus, wie die Theorie der fingulairen 
rſpruͤnglichen Gleichungen, fich auf der zweyten und hoͤ⸗ 
ern Dednungen erſtreckt. Man fieht zugleicher Zeit, daß 
iefe Gleichungen immer enveloppivende Curven vorſtellen, 
ie mit den eingewitkelten Curven, Veruͤhrungen von an⸗ 
Da | gege⸗ 


SE Anwendung ver Theorie - 
‚gegebener Ordnung haben, welche durch Die vollſtaͤndigen 
urfpränglichen Gleichungen vorgeſtellt find, in welchen die 
willkuͤhrlichen beftändigen Größen von einer Curve zur ans 
dern variiren. Diefes kann als Supplement und Comple⸗ 
ment, der im erften Theile (Ne. 72) vorgelegten Theo 
rie der urfprünglihen Sleichungen dienen. 
Uebrigens, fo wie die obigen vier Gleichungen 
C(x, y. a, 6) 2 0, 
Sy u O, 


—W— u 
(a) +7zfb)=o 


[7 


b/ 1J 
— 000} 









Dur die Eliminirung von a, b und & — , eine Gleichuꝛ {nt 
der erſten Ordnung zwiſchen x, y und. y' geben, eben { 

geben dieſe Gleichungen gleichfalls, Durch die Eliminicun 1 
dieſer drey letztern Größen ‚eine Gleihung in a, b unkg 


ur 


* welche die Beziehungen enthalten wird, die dieſe jr * 


veraͤnderliche Groͤßen a und b unter ſich haben möfeng 

Hieraus flehet man, daß biefe Größen die unter 16 
jeder der eingewickelten Curven unabhängig find, es uid 
mehr find, wenn fie ſich auf den enveloppirenden Curve 
beziehen. Man wird ähnliche Refultate, für leitung 
and für Eurven höherer Ordnung finden. | 


129. 


Geſetzt man verlangt die Curve, welche in jeden ik 
ver Punkte eine Berührting der zweyten Ordnung daͤtte, 
and diefes mit einem Kreife deſſen Gleichung | 

Gl u Rt Au 
MR, 
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ſt, und. von welcher die Elemente der Berührung a, b, 

ı, unter fi, eine dur die Gleichung 
ola,b,c)=d. 

kftimmte Beziehung haben. 

Der natürliche Weg dieſes Problem aufzuloͤſen, wäre 
n diefer Bleihung die oben Nr. 118 gefundenen Wertbe 
er Elemente a, b, e zu fubftituiren, welches eine Glei⸗ 
hung der zweyten Ordnung gäbe, von welcher man zur 
tfprönglichen Gleichung zuruͤckſteigen müßte. 

Aber, ohne diefe Gleichung der zweyten Drdnung zu 
ihen, kann man aus dem kurz vorherbewieſenen ſchlie⸗ 
en, daß man ihre vollfiändige urſpruͤngliche Gleichung 
‘haften wird, wenn man die Größen a b c, als beftändig 
animmt, welches diefelde Gleichung für den Kreis wies 
geben wird. Man wird daraus ferner fehlieffen, daß 
efeibe Gleichung auch eine fingulaire urfprängliche Gleis 
ung der-erften Drdnung zulaffen wird, welche man ers 
lt, wenn man die Größen a, b, c, variiren läßt, ders 
Malt daß die Erften = und Zmweyten » Gleichungen, der 
Meihung für den Kreis, diefelben feyen, als wenn diefe 
Irößen ale beftändig angefehen wären; und daß diefe ur; 
wüngliche Gleichung alsdann die Eurve oder die Curven 
orftellen, welche durch die Vereinigung von allen durch 
jefelbe Gleichung vorgeftellten Kreifen gebildet werden, d. 
‚ welche alle diefe Kreife einwickeln oder umfaſſen. 

Diefe Gleihung wird alfo durch die oben‘ feftgefegten 
rincipien, das Reſultat der Eliminirung der Groͤßen. 

b“ ce. 
a, b, e und —, —; 
N a a 
biſchen den drey Gleichungen - 
(—-ı" +y-b)" mc, 
&eu)+ru-Deo 
D 3 0% 
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e(a,b, ce)=o 
ſeyn, und die Erſtengleichungen von dieſen hier, in 9— 
ziehung der einzigen veraͤndlichen Größen a, b, e. genom 

men; ſind folgende: | 
EEE En 
v | 

ı + _- y"= 9 
‘ 


#2) +; 7 9 '(b) +5 =. J 


Da aber dieſe Gleichung zwiſchen x und yfih um 
ter einer ziemlich zufammengefegten Zorm darftellen konn; 
‚te, fo wird es viel einfacher ſeyn, die Werthe von x 
“und y feldft durch eine dritte veränderliche Größe zu ben; 
kimnten. 


Diieſerwegen eliminire man fogleich y mitten " 
awey Bleihungen 
x — a +ro-n=e 


und: 


to wird ı man folgende haben: 

_,._ tu - Do... 

. b j 5 

die, wenn ſie mit der erſten | u 
(xæ — a) + mc. . 

combiniet wird, auf der Stelle M Ä 


cal 
x=>ar Yarrbe)’ 

ch‘ 
y=b+r 


giebt. 0 . 
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Wenn man ferner, dieſe nemlichen Werthe bon x 
und y in der oleidun⸗ 


e’ 
«-1+40-9=8 


ubfkitwiet , fo-wird man diefe haben: 
= Yla*+b”)- 
Diefe mit. der durch das Problem gegebenen Gleichung 
4a,be)=oa 
ombinirt, dient zwey von den drey veränderlichen Srös 
jen a,b; c durch die dritte zu beflimmen; durch diefes 
Mittel find auch die MWerthe von.x und y durch diefe 
inzige veränderlihe Größe ausgedruͤckt. 


130. 


Da die Größen a und b die Koordinaten von dee 
Curve find, die der Ort von Ällen Mittelpunften der Bes 
ruͤhrungskreiſe ift (no. 116), fo. wird. man eine Gleichung 
zeifchen a und h haben, durch welche man b in a be> 
ſtimmen fann, wenn man jene Curve als gegeben ans 
nimmt. | 
Gs fen alfo = 9a, 
fo hat man b’ = ala, 
und hieraus e =a’Ylt + (ea)’); 

Alſo, wenn man die urfprünglihe Zunftion von 

aylı + (89° 
durch A bezeichnet fo hat man 
e=A-+b, 
vo h eine willführfiche beftändige Größe iſt; werden dies 
fe Werthe von b. und c in den Ausdräden von x und y 
ubftitwirt, fo wird man die gefuchte Eurve haben. 

Wir bemerden jegt, daß, welcherauch immer die Cuts 

e der Mittelpunfte feyn mag, fo zeigt die Gleichung 
- D>4 = 


. 


x 
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cd = Y(a* +b*r) 

daß der Radius & dem Bogen von diefet Curve gleic 

(Siehe weiter unten no. 134); Nenn man alfo Liefen 
gen S, fd hat man 

c=s+ h. 

Bir bemerken ferner, Daß der Radius c nothw 

' eine Tangente diefer Gurve fepn muß; denn: der W 

welchen die Tangente diefer Curve mit dei Are n 


f us b‘ .. 
hat zur Tangente die Größe 7 (no. 1:4), und d 


Kadius des Berührungsfreifes fenfrecht auf’die Eur: 
deren Cosrdinaten x und y find (no. ır5), fo mir 
Tangente des Winkels, melden er mit der Are 


b’ 


I. Nu 
m y \ 110. 114) *2 77 


der Gleichung 
. by’ 

| 1* =0 
. . a 

| sufolge; alfo, u. f. w. 

Aber, obgleich dieſe Eigenfhaft auf diefe Art 
‚fen ift, fo iſt es gut zu zeigen, daß fie eine nothw 
Folge, von der in der Auflöfung der Aufgabe ang 
deten Analyfis iſt. Wir nehmen daher die beyden 
chungen | 

x— 2° +y—-b’=e 

und x—a+ry(yv—b)=o 

toieder vor, und finden daraus 
- _ cy’ 

— 

ndb= y + 


= 


YA — 
wobey wir anzeigen , daß dieſe Ausdruͤcke von 
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B sugleich die Coordinaten von der Perpendiculaire der 
Eurve, wovon x und y die Coordinaten find, vorſtellen 
koͤnnen, indem man x und y ale beſtaͤndig anſieht, und 
c al8 veränderlich, fo wie man oben no. 115. gefehen hat, 
und die Eoordinaten von der Curve der Mittelpunfte, ins 
dem man x und y.al& veränderlih, und c als duch x „ 
und y gegeben anfieht (no. 116). 

Die in Rede ftehende Perpendicufaire , iſt alſo 
von diefer lettten Curve eine Tangente, wenn die Erſte⸗ 
fünftion von b, als Funktion von a, betrachtet, dieſelbe 
für die gerade Linie und für die Eurve iſt (Mr. 117)5 
der, allgemein, wenn die Werthe von a! und von b’, 
als Funktionen einer dritten veränderlichen Größe angefes 
"sen, diefelben find, und folglih auch wenn die Werthe 


‘ ' 
“von — und 2 diefelben find, es fen daß die Groͤßen x 


und y als veränderfich ‘behandelt find, oder nicht, d. h. 
wenn in diefen Werthen die von den Variirungen von -x 
und y abhängigen Theile, Null find; Diefes findet aber 

‚ wirklich ftatt, wie man durch die Gleichungen 
alx—a) + b(y—b) = cc 

und a b5**0 
‘ 
ſieht, die zur Beftimmung von = und von 3 dienen, 


und welche die Erſtengleichungen von 
(x - a) +(y—-b)’=c 
nd x — a+y(y—b)=o 

find, indem man darin x und y als beſtaͤndig und a und 

b als allein veränderlich behandelt. 

Da alfo der Berührungshalbmefler. einer Curve iber— 

all Tangente an der Curve der Mittelpunkte iſt, und zu⸗ 

gleicher Zeit dem Bogen dieſer Curve gleich iſt, ſo folgt 
D 5 dataus 
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daraus; daß, er fär denfelben Bogen in gerader Linie 
ausgedehnt genommmen werden kann, und mithin iede 
Curde angefehen werden kann, als wäre fie durch die Abs 
widelung derjenigen Curve entftanden, die der Drt der 
Mittelpunfte von den Berührungsfeeifen ift. Hierin ber 
ſtehet eigentlih die Theorie der Evoluten von Huyg 
hens, melde man nur durch geometcifhe Wetrachtuns 
. gen bewiefen hatte. Die vorhergehende Anatyfis giebt zus 
gleih die Erflärung eines Paradorum, welches fic) zeigt, 
wenn man, durch die befannten Formeln, die Curve ſucht 
die durch die Abwickelung einer gegebenen Curve ensftehet. 
Wenn man in der Gleichung diefer Curve, die 
Ausdrücke von ihren Coordinaten a und bin x, y, 
y’ und y’ ſubſtituirt, ſo hat man augenſcheinlich 
eine Gleichung der zmwenten Ordnung, woraus zu fol⸗ 
gen feheint daß die Gleihung in x und y von der geſuch⸗ 
ten Euros, zwey willführliche beftändige Größen enthal 
ten müffe, da doch die Erzeugung diefer Eurve, durh 
die Abwickelung der gegebenen Curve, nicht mehr als eis ° 
ne willführliche beftändige Größe zuläßt, welde von dem - 
Punkt mo die Abwickelung ihren Anfang nimmt, abhängt. 
Die Urfache von diefem Unterfchiede beftchet, wie. 
"wie fo eben bewiefen haben, darin, daß die Gleichung ber | 
durch die Abroichelung erzeugten Curve, eigentlich die vols 
ftändige urfprünglihe Gleichung von einer Gleichung des 
erften Ordnung ift, die felbft nur die fingulaire ur 
fprünglibe Gleichung von der durch Die - Bedins . 
gungen des Problems gegebenen. &leihung der zweyten 
Drdnung ift, und welche, ihrer Natur nad, Feine wilb 
fübrliche beftandige Größen haben fann; es kann alfo we 
sen der erften urfprünglichen Öleihung, nur eine wills 
kuͤhrliche beftändige Groͤße darin fen. 


—— Lu 





131. 
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N 
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Es giebt eine Sattung Tragen die, obgleich bon der 
Betrachtung der Tangenten unabhängig, demohngeachtet 


- darauf bezogen werden fönnen. Es find die, welche man 


von Marimum und Minimum nennt, und welche das 


rin befichen, aus einer gegebenen Funktion einer verans 


derlihen Größe, den Werth diefer veränderlihen Größe 
iu finden, welcher den Werth der Zunftion am größten 
oder am Fleinften macht. | 

Da die Eurven nichts weiter find als: die Darftellung 


‚oder das Tableau von allen Werthen der Funktion der 


Abſciſſen, welche durch die Drdinate vergeftellt ıft, fo ift 


fihtbar, daß die Frage den größten oder den Eleinften 
- Werth einer gegebenen Kunftion einer einzigen veränders 


‚ lihen Größe zu finden, darauf hinaus läuft, die größte j 


wer. we: 
. . U 


oder Fleinfte Ordinate von der Curve zu befiimmen, von 
welcher diefe veränderlihe Gröke die Abſciſſe, und die 
die gegebene Sunftion die Drdinate wäre. 

Aber .die bloße Anficht der Curve ift hinlanglich zu 
zeigen daß diefe Drdinaten, feine andere als die ſeyn füns 
nen, die den Punkten entſprechen wo die Tangenten mit 


der Age der Abſciſſen parallel ſind. Wenn die Curve ges 


gen die Are conver (erhaben) iſt, ſo wird die Ordinate 
augenſcheinlich ein Minimum ſeyn, und wenn die Cur⸗ 


ve gegen die Are concav (hohl) iſt, fo iſt die Ordinate 
in Maximum. 


Wir haben (no. 114) geſehen, daß die Tangente des 
Winkels, welchen die Tangente einer Curve mit der Are 
macht, allgemein durch y* ausgedrüdt ift, wo y die Drs 
dinate ift, welche man als Zunftion von der Abſciſſe x 
annimmt; damit alfo diefe Tangente mit der Age paral- 

let 
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lel Läuft, fo muß man haben y’ = 0; wenn man aber 
in den Ausdrücen der Coordinaten a und b (no. 116), 
welche den Ort vom Mittelpunfte- des Berührungskreife 
beftimmen, y! = o madt, fo hat man 


ax, bey+tz 


woraus man fieht, daß wenn y’ eine 1 poftne Größe if, 
dieſer Mittelpunft über der Curve hinausfällt, die folas . 
‚ li gegen die Are conver ift; und daß, wenn y’ eine 
negative Größe ift, derſelbe Mittelpunkt unterhalb dee 
Curve fällt, d. h. auf die Seite der Are, und daf folgs 


lich die Curve' alsdann gegen: die Are concan if. Die: 


Funktion y wird alfo eim Marimum, oder ein Mint 


| * ‚182. “ 
Aber. es wird ni“. unnuͤtz feyn zu jeigen, wie ei 
diefe Methode ohne die zwiſchen Betrachtung der Curven, 
Directe aus der Analyſis der Funktionen ableiten läßt. 


Es fey fx die Funktion von x, von welcher man dab : 


Marimum oder das Minimum verlangt, Es fey a 
der Werth von x, welcher tem Marimum oder dem. 
Minimum entfpricht, fo muß der Werth von a immer 
größer: oder immer kleiner als der Werth von fla+i); ſeyn 
was auch immer die Größe i feyn mag, pofitio oder ne 
gativ, und fo Flein als fie auch immer feyn mag. Ich 
ſage ſo klein als auch immer die Größe i ſeyn mag, den 
eine 





mum fepn, wenn ihre Erftefunftion y’ Null iſt; und fie | 
wird insbefondere, ein Minimum fepn, wenn die Zwey ' 
tefunftion y“ zugleicher Zeit eine pofitive Größe ift; und 
‚ein Marimum, wenn y’ eine negative Grſe ift: Hierin 
beſtehet eigentlich die bekannte Methode von Marimum 
und Minimum. gun 
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te Größe wird ein Marimum oder ein Minimum, 
mn fie an der Grenze das Ende ihres Wachsthums oder 
ree Abnahme kommt; Dergeftalt daR unter. und über 
eſer Grenze, fie fib Fleiner im Fall des Marimum, 
er größer im Gall des Minimum befindet, als in 
r nenlihen Grenze. a 
Wir wollen. x an der Stelle von a beibehalten, fo 
ird die Bedingung dee Marimum ſeyn: ' 
ar) <a 
oder Ax FU — x <o 
»d die vom Minimum wird feon: 
.fa +) > R 
oder (x i) fx >o A 
ie klein us i immer feyn mag, pofitiv oder negatip. 
Wir mollen die Sunftion f(x + i) vermittelft dee 
mel (no. 53) in einer Reihe entwicdeln, und zufoͤr⸗ 
echt, bey den erſten zwey Gliedern verweilen, man wird 
ipergefalt haben: .‘ 


fa +)efkHtifk+ — fire +)» 


j eine, zwiſchen den Grenzen o und i; inthaltene 
zroͤße if. 1 
Nan muß alſo rar das Marimfn: 
A 6 
if + — fra + —X8 216 


nd für das Minimum >eo Haben. 1. u 

Da wir bereits (no. 110) gefehen haben daß mon 
flein genug nehmen Fann , Damit der. sabiiuute Werth 
e Gliedes i ifix größer fey als der Wereh ıx6' Sliedes 


+j) und daß alsdann dieſes auch fuͤr jzeden 
nern Werth von i flatt findet, Die Größe: 
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if pi — fr + > 


Wwird alsdann pofitio oder negatib, je nachdem es die 
Groͤße if’x ſeyn wird; aber dieſe Hier," ändert das 
Zeiben mit der Größe i; es wird alfo unmöglich fepn, 
dag die Yedingung des Marimum oder Minimum 
ftatt Habe, wenn man nicht wenigftend fx == o hat. 
Wir wollen in der Entteidelung von f(x +i) eis 
Glied mehr nehmen, fo werden wie 
32 32 
FE + DerHife + fe 4 fh), 
haben; daher muß man wegen fx=: ‚0, * das Mari 
mum | 


fr N Ton Do 4 


und für das Minimum x o haben. 
Man Fann aud i flein genug nehmen, damit der ‚ 
abfpfute Werth des Gliedes 


7 I guy 

größer ſey als der. Bent von 

__ "(x + ). 
—XF 8 
Alsdann wird die Srdie 
fire +; — „f%® + ) 
poſitiv oder negatio fon, ie "habt es die Brite 
fr 

fepn wird. 


Weil alfo der Werth von ı" immer of iR, fo m 
| man für das Marimum 





| er | 
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fı < 0 
und fuͤr das Minimum— 
* 520 
haben. 
Härte man Fx = 0, und nimmt die Entwickelung 
von f(x + iD) wiederum vor, und zwar ein Stied weiter, 
fo hat man: 


fotd=fsHif'z + ar fc+ rent; 


fo, da man fx = o und FR =o fr, fo hätte 
man, für das Marimum, bie Bedingung 


fr Fer +)<o 


und für das Minimum, die entgegengefegte Bedingung. 
Man fann aber i Flein genug nehmen, damit der ab⸗ 
folute Werth des Gliedes 
| Ru — 
243 * 
den Werth von dem Hliede 
— 7 I : 
23. —— f „(x + j) 
uͤbertreffe; Alsdann wird der Werth von 


Zt *; — fe +) 
poſitiv oder — * on ‚ nachdem es der Werth von 
— 75 iſt; dieſes aber aͤndert das Zeichen mit der Groͤ⸗ 


3 i; es if alfo unmöglich da die Bedingung .dves Mas 

rimum oder des Minimum ftatt findet, wenn man 
nicht wenigftens fx = o hat. , 

Wenden wir in der Entwicelung von f(x + Ü) noch 

das folgende Glied an, ſo hat man 

. | faHi) 


. 
) oo > 
D x \ 
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— fix = — 
i® 


2.3. rt * ran 


- and. die Bedingungen des Rarimum oder des Minis 
mum werden | 














iv 
2.3. — f3 + 3.7. — fix +) Lo dder >o 


wegen x 0, fr=momdf”x=o. 

Man. würde hier wie oben darthun, dag man i klein 
genug nehmen Fönnte, damit das mit i* behaftete Glied, 
abfolut genommen, d. h. von den Zeichen adftrahirt, groͤ⸗ 
fee wird, ald das andere mit i" behaftete Glied, folgs 
ih die Summe beyder Glieder nothtwendig poſitiv oder 
. negativ ſey, je nachdem es das Glied 

i* 
f — 
— 
ſeyn wird. Woraus, weil i* immer eine poß tive Groͤ⸗ 
ße iſt, leicht geſchloſſen wird; daß man für daß Maris: 
mum FIvx < o, und für das Minimum fırx 3 


habe; u. f, w,. 
















113. | 4 

Alſo allgemein, wenn y eine beliebige Funktion von 
x iſt, fo wird man zubörderft, für das Marimumd. 
oder das Minimum die Bedingung y’ = o haben, wel. 
ce den Werth von x geben wird, nachher y’ <e 
oder > 0, welches mit dem, mas wir oben gefunden das 
ben ftimmt (Me. 131). Aber wie haben überdem fo e 4 
gefunden, dag wenn y’’ = 0, fo müßte man auch zugiel 
cher Zeit y’ = e haben, nachher yıv < o für das Mur 
gimum, und yav > oe für das Minimum; uf 
Y . Alb⸗ h 


, . 
en ' ' N) 
®s 
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Allgemein, wenn eine abgeleitete Funktion von einer be⸗ 
liebigen graden Ordnung verſchwindet, fo muͤßte die 
Funktion von der folgenden ungraden Ordnung auch vers 
ſchwinden, und die folgende der graden Ordnung muͤßte 


negativ fuͤr das Marimum, und poſitiv fuͤr das Mir 
nimum ſeyñ. 


Wenn die Funktion y nur durch eine Gleichung. F(x, 
= 0 gegeben iſt, ſo darf man nur die Erſtegleichung 
. sehmen , 

F(x) +y Fiy)= =o, 

and y! = o maden, welches fie auf. diefe bringt: Pix) 
= 0; diefe mit F(x, y) = o combinirt, dient die Wer⸗ 
„the von x und y welche dem Marimum oder dem Mi⸗ 
‚nimum entfprechen, zu beftimmen. Man nimmt ferner. 
‚die Ziweptegleihung, und wenn man eben jo y'=o madt fo 
wird man den Werth von y“ haben, in welchen man die 
für x und. y gefundene Werthe fubftituirt, und aus die- 
fin Werth wird man von dem Marim um oder dem Mis 
mimum urthe: len fönnen; u. f. iD. 


Wenn die Funktion y“, oder fix, unendlich würde, 








h h., wenn * e0, ſo waͤre dieſes ein Zeichen daß die 


twickelung von f(x + i), für den gefundenen Werth 
don x, ein Glied von der Korm Aim enthielte, wo m zwi⸗ 
chen ı und 2 iſt (Nr. 41); und wenn man die Curve 
Son der Gleichung y = fx betradtet, fo fönnte man 
darch die Form ihres Weges in dem gegebenen Punkt er⸗ 
kennen, ob die Funktion yein Marimum oder ein Mi⸗ 
kimum ift (Me 120). Man fönnte felbft dafür. allge- 
Weine Regeln neben, die uns aber zu weit von .unfern 
Begenftande abfuͤhren würden. | 


u. Teil, E Wir 


J 


— 


cher fie eine gegebene Funktion iſt, entſpricht. Der dub 


entſprechen, begrenzt ift. Mber, welches auch immer di 


immer zwiſchen ‚diefen Grenzen ix und iflz + i) eim 


- Stimmt werden. Geſetzt dad x,.x + i werde, diefe Fun 
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Wir Halten ung nicht auf zu dem vorhergehenden Rs 
gein die Befimnung der Marima und Minima bu 
treffend, Beyſpiele zu geben; da fie ih allem vollkommen 
mit derjenigen Abereinftimmt, welche man nad der Die, 
ferentialrechnung kennt, fo Fönnte man davon dieſelbech 
Anwendungen machen. 






















134 

Ich komme jeht zur Beſtimmung der Klächenräuik 

der Curven, welche man gemeiniglich Quadratur den 
Curven nennt. Wir wollen allgemein die durch die Blech 
Kung y == /x vorgeftellte Curde betrachten, Bo y vim 
rechtwinflichte Ordinate ift, die der Wfeiffe x von mei 


diefe Curve, Abſciſſenaxe und eine beliebige Drdinate 
begrenzte Raum, wird alfo auch durch eine Funktion vew 
der nemlichen Abſciſſe x, die wie Durch Fx bezeichnen, bei 


tion würde FCx + 1), und es ift klar daß alsdann 7x 
+) — Fax der Theil ded Raums ſeyn wird, welcher dei 
Theil i der Are entfpricht, und von den beyden Drdinag 
ten fx und fCx + i), welche den Abſciſſen x und x + 


vorgegebene Curve feyn mag, fo ift es leicht fich zu Abe 
zeugen, felbft ohne Figur, daß wenn die Drdinaten A 
‚chmend, oder abnehmend fortfchreiten, von /x an Wi 
Zi. HU), fo wird der beſagte Raum, im erften Zalk 
g. .r ale das Rechte iX, und kleiner als das Rechtehi 
iF(x 1i) ſeyn, und im zwepten Falle, größer als da 
deg‘* und kleiner als das erfie, Er wird alſo nothwendig 


ſchloſſen ſeyn, melde folglich die Grenzen dee Grbel, 
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F(x + ;) — Fx die denfelben Raum borſelt ſeyn 
eden. 

Laßt uns die Funktionen 

Ic - i) und AX-i) | 
ch der Komel in Nr. 53 entwideln, und bey dem erften 
iede der erften Sunftion, und bey den zwey eriten Glie⸗ 
en ber zweyten Bunftion innehalten, fo wird man has 
1: 
far) Fif(x+1j) 
und Fx +i)= k+irx+ z Fr(& + j) 


» j eine unbeftimmte Größe ift, die nicht für beyde 
inftionen einerley ſeyn fann, die aber immer jwifchen 
n Grenzen o und i enthalten feyn muß, Es müßte als 
die Sunftion zx fo beſcaffen ſeyn daß die Groͤße 


iF'x + — — FC + i) 


aſchen den Grenzen 

iſx und is +’ f(x + j) 

Bihaften twäre, was auch immer der Werth von I fey- 

Bag, und folglich auch Wenn man i ſo klein als man will 

parat, | 
- Da nun die eenterballe Wwiſchen beyden Grenzen 


f(x +j) 
t, fo foflte die Differenz von der beſagten Größe ı und er | 
& der Grenzen, nemlich sen „al 
: 2.)* 
i(F’x — fx) y d * Fuck * 1) —E 
einer fepn als + 
Pa nah 


on den Zeichen diefer Groͤßen abſtrahirt. 
Es iſt aber leicht zu beweiſen daß dieſe Bedingung ‚ 
j ®. 2 uch 


\ 
' 
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nicht für jeden noch fo kleinen Werth von i ſtatt 
wenn nicht wenigftensdaß mit i behaftete Gfied ver 
‚ det; den fonf fönnte man immer i fo nehmen daß 
Größe größer als die zweyte würde, weil es da; 
laͤnglich iſt, daß i kleiner als 
F x— fx 
fiz+ti) —3F"(x+j) 

ſey. Man hätte alfo nothtvendigerweife Fix = fx 
diefe Bedingung ift zue Beftimmung der Sunftion 1 
länglih, weil man fieht daß fie nichts anders fer 
als die urfprüngliche Zunftion von fx. | 
Alſo, allgemein, die Exftefunftion von der Aı 
welche den Flaͤchenraum der Eurve durch die Abfeif 
drückt, iſt Die Funktion welche die Ordinate diefer 
vorftellt; und umgekehrt, die Funktidn welche dei 
chenraum ausdruͤckt kann Feine andre feyn als ti 
fprüngliche Sunftion von derjenigen bie die Ordinat 
druͤckt. 

Wenn alſo die Gleichung einer Turve gegeben 
braucht man, um den Ausdruck für den Flächen: 
d. h. die Quadratur der Curve zu haben, nur di 
« fprüngliche Zunftion derjenigen zu fuchen die die O 
te vorftellt, und man Fönnte zu Diefer urfpränglichen 
tion eine willführliche beitändige Größe binzufegen 
62); welche man durch. die Bedingung daß der Aus 
des Slächenraums an dem Punft wo man fie wollt 
fangen laſſen Null wird, .beftimmt. 

Wir haben in der vorhergehenden Analyfis vora 
feßt, daß die Drdinaten zu oder abnehmend fortfd: 
von fx bi f(x. + i), diefe Bedingung würde nicht 
haben, wenn zwiſchen diefen bepden Ordinaten ein 
rimum oder ein Minimum wäre. Aber, da ma 


un) 
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itervalle i: fo Flein. ald man will nehmen Fann, fo if 
ie, daß man die zweyte Ordinate f(x +i) immer 
feite, des Marimum uder des Minimum fallen lafien 
nntes. und daß folglich die. daraus gezogene Concluſion, 
mer. diefelbe: bliebe. 

Wenn. die Funktion. /x. den Slächenraum von dem 
Hnitte eines Körpers ausdruͤckte, der fenfrecht auf 
.. Abſciſſe x gemacht if, fo würde man auf die 
mliche Art: beweifen daß der Förperlihe Raum. durch die 
ſpruͤngliche Zunttion fx. ausgedruͤckt würde. Denn bes 
chnete man, durch Fz den Körperlihensaum, fo druͤckt 
: Differenz, 

' F(x +.i) — Fi 
a Theil des. Körpers. aus, tmelcher zwiſchen den beyden 
scchfshnitten f(x. + i) und fx enthalten ift, und diefer 
ſeil wäre nothwendigerweiſe zwifchen. den begden prisma⸗ 
ben. Köspern. iyx. und. iflx +1) enthalten, indem 
ın die Größe i fo klein als man. will nimmt, hierauf | 
ließt man wie oben, Fz = fx. 


‚135. 

Das Problem: von der: Nuadratur der Curven iſt, 
ı man. fieht,. das einfachfte. Problem der umgelehrten. 
alyfis der Funktionen, weit es nur darin befteht eis 
urfprünglihe Funktion von. einer gegebenen Funktion 
finden. Wir haben im erſten Theile (Me. 64 etc.) die 
ttel angegeben, durch welche man diefe Unterfuchungen' 
sichten Fann; wir: fügen eine wefentlihe Bemerkung 

. 
Da es öfters vortheilhaft ft, andere. veränderliche, 
Öfen an die Stelle derjenigen gu feen die in die Funk⸗ 
ı bineinfommen, um diefe Funktion zu vereinfachen. 
€ 3 oder 


SS. 


iv 


von zwey Curven, oder von zwey aus graden zuſammeth, 
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pder in andere einfachere zu zerlegen, fo muß man alsdan 
nicht vergeflen, die in Rede ftehende Yunftion. dur die. 


Erſtefunktion con ihrer veränderfichen Größe zu multi 


pliciven In der That, wenn man u den Flächenraug 
der Curve wovon y die Ordinate If nennt, und y und e 
ats Funktionen von x anfiehet, fo haben wir ebeh geſe⸗ 
hen dar man u‘. y hat; nimmt man aber an daß a. 
die Zunftion- von einer andern veraͤnderlichen Größe ik; 
und man durch x’ und u! die Erftenfunftionen von x wi 
u in Beziehung diefer neuen veraͤnderlichen Groͤße genor 



















men, bezeichnet, ſo muͤſte man an die Stelle yon u’ fehen: 


Nr. 63), diefes gäbe w = 2 ya; und eben ſo von degi 
endern ͤhalichen dormeln. | 


„4 


136. 


Nach dem Probfem der Duadratur der Curven, fol 
ganz natürlich das Problem ihrer Kectificatien, d. h. vol 
der Beftimmung der Fänge der Curve felbft. 

Wir geben, um diefes Problem aufzulöfen, von Demi 
Grundſatz des Archimedes aus, welcher von allen ci 
ten und neuen Geometern angenemmen ift, nach welchen 


geſetzten Linien, Die ihre Concavitaͤt nach einerley Geil 
Binwenden, und diefelben Gtieder haben, diejenige we z 
&e die andere einfchließt die kängfte if. Hieraus folgtf- 
Daß ein. Bogen von einer gänzlich nach einer Seite em‘ h 
caven Eurve, größer als feine Sehne iſt, uud zugleic 
Zeit kleiner als die Summe der beyden Tangenten, tue | 
che an beyde Enden des Bogens gezogen und zwiſchen Dit 
fen Enden und ihren Durchſchnittspunkt enthaften find. 
Dieraus kann man ferner folgern, vor die Ränge deſſelden 
Bogent 
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zogens ſich zwiſchen der "Ränge der beyden an feinen En⸗ 
en gezogenen Tangenten befindet und welche durch die 
en Enden des Bogens zugehören, wenn es nöthig ift 
ber die Eurve hinaus verlängerten Ordinaten begrenzt 
nd. | 

. An der That, nahdem man die Schne, welche beys 
e Enden des Bogens verbindet, gezogen hat, fo ift es 
icht zu fehen daß die eine der beyden Tangenten die pa” 
allelen Drdinaten unter einen Fleinern fpigen Winkel als . 
ie Sehne treffen wird, und. daß die andere Tangente die 
Yedinaten unter einen weniger fpigigen Winkel begegnen 
iird, und daher ift, die Gehne Fleiner als die erfte, 
ieſer Tangenten, und länger als die zweyte; mithin 
sied diefe Sehne, um ſo mehr, Pleiner ale der Bogen 
ee Curve feyn. Wenn man ferner die am Scheitel ents 
egengefegten, und durch den Durchfihnitt der beyden 
tangenten gebildeten Dreyecke betrachtet, fo If ſichtbar 
aß die beyden Theile der erften Tangente reſpective laͤn⸗ 
er als die Theile der zweyten ſind, weil die durch jene 
heile gebildeten Seiten, groͤßern Winkeln, als die durch 
jeſe Theile gebildeten Seiten, gegenuͤberſtehen. Die er⸗ 
e ganze Tangente iſt alſo laͤnger als die Summe der 
pden Theile des Tangenten, welche zreifchen ihren Durch» 
ynittspunft und deu Enden des Bogens liegen. Die 
angente ift daher auch länger als der Bogen. 

Dieſes fefigefegt, fo ift fix, (Re. 114, wenn fx die 
; der Abſeiſſe gehörige Ordinate ift) die Tangente des 
zinkels, unter welchen die Tangente der Eueve, die Ab⸗ 
fen Are am Ende diefer Ordinate begegnet. Alſo if 

vo+GFsPJleiv [li + dfea)] 
erjenige Theil diefee Tangente, welcher zwifchen der Or⸗ 
nate fx und des. Ordinate f(x 4 i) enthalten ift, wo 
€. die 
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die letztere Ordinate von der erſteren um die Jaterdaler 
i entfernt iſt. 

Auf eben die Art, hat man (x + i) für die Tan⸗ 
gente des Winkels, unter welchem die Tangente der Cur⸗ 
ve die Axe am Ende der Ordinate f(x + i) begegnet, 
und man findet iY (I + [x +D]°) für den Theil 
dieſer Tangente, welcher zwiſchen den nemlichen Drdina- 
ten fx und fix +1) enthalten ift. 

Mehrerer at wegen ſey 

=vY[ı+(f’x)%), 
fo Sat man ig sand i$ (a Fi) 
für die beyden an beyde Enden desjenigen Bogens der 


I " " 
ie an Tal een 


GCurve, welcher zwifchen den Drdinaten /x und f(x + i) 


liegt, gezogene Tangenten und die bey diefelben Drdinas »i 
ten begrenzt find; die Lange dieſes Bogens muß alfo zwi⸗ | 
ſchen den beyden Groͤßen 
i xund i 6(x 4 1) 
cathalten ſeyn, wenn man i einen ſo kleinen Werth a 
man nur will giebt. | 
Wenn alfo ox die Funktion t von x ift die den Bogen“ 
der Eurve ausdruͤckt, fo muß die Größe. 
(x Fi) — 9x, 
welche der Ausdruck des zwifchen der Ordinate fi und 
fix +i) enthaltenen Bogens ift, zwiſchen den Größen 
| i®x und gilx +i) 
enthalten ſeyn, tie flein i auch immer -feyn mag. Hie⸗ 
raus ſchließt man, nach einem aͤhnlichen Raͤiſonnement 
mie das von Nr. 134, daß ox = 9x. Um alſo die un 
begrenzte Laͤnge der Curve zu haben, ſe muͤßte man die 
urſpruͤngliche Funktion von der Funktion Ex ſuchen, oder 
| Ylı+(fx)”]; | 
und da man zu der uefprünglichen Funktion eing willkuͤhr⸗ 
liche 
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liche beftändige Größe zufegen Fann, fo müßte man dies 
fe beftändige Größe dergeftalt befiimmen daß der Auss 
druck des Bogens an dem Punkt verſchwinde wo man, 
wollte den Bogen anfangen laffen. 

Nimmt man dahes s denjenigen Bogen der Curve des 
ten Eoordinaten x und y find, und ficht man y und s 
als Sunfnonen von x an, fo hat man die Gleichung:- 

=Y(ı+ 
wegen ya — und y’ m fix. 
Und, wenn x.und y in Sunftionen- eitter andern vers 
aͤnderlichen Größe, wie t, gegeben wären, man ferner 
durch x’, y s’, die Erftenfunftionen in Senchung dieſer 


| ‚beränderlichen Größe bezeichnete, fo müßte man un u 


5 an die Stelle von y’ und s* ſetzen ( ge. 63), meld: 3° 


jpifen den Coordinaten und Bogen folgende Gleichung 
| gäbe: | | 
’=Y(x’+y’'?). 


137. 

Wenn man bedenft, daß, wenn die borgegebene 
Curve fih um die Abſciſſenaxe dreht, fie eine Connoide 
erzeugt, fo ift fichtbar daß die beyden Drdinaten 

fx» I(x +1i) 

zugleicher Zeit zwey Kreife befchreiben deren Halbmeſſer 
dieſe Coordinaten find, daß der zwiſchen jenen beyden Coordi⸗ 
naten enthaltene Bogen der Curve eine conoidiſche Zone 
beſchreiben wird, und daß die zwey an beyden Enden des 
Bogen gezogenen Tangenten coniſche Zonen befchreiben, 
zwiſchen welchen die conoidifche Zone nothwendig enthals 
ten fepn muß, Dan weiß aber aus der Geometrie, daß 

« 5 - die 
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die krumme Oberflaͤche eines *) graden abgeflumpften 
Kegeld gleich ift dem Pröducte aus feiner Seite in die 
hatden Summe der Peripherie der beyden Grundfläcen, 
Bezeichnet man daher die Peripherie des Kreiſes deß 
fen Halhmeſſer 1 ift mit ws. Ik wird | 


ck + of 


die Oberfläche der eonifgen. Zonen fegn die durch die 


Tangente ie x beſchrieben iſt, weil fx der eine und 
fx + i fx der andere Halbmefler der beyden Grundfläs 
hen iſt; und die Oberfläche der andern Zone, die durq 
die Tangente i (x +3) beſchrieben iſt, wird ſeyn: 


9% + dr + N — f'& +9] 


Denn es ift leicht zu fehen daß die Halbmeſſer der Grurd⸗ 


flachen dieſes abgeſtumpften Kegels, 
fx +i) 
und fx + i) -iflx + ) 
ſeyn werden. 


Wenn man daher die Funktion der Abſeiſſe x die die \ 


Dberfläche der Conoide ausdruͤckt, durch o x bezeichnet, 
fo ift flag daß die conoidifche Zone durch die Differenz 

| (x Fi) — x 

ausgedruͤckt ift, und daß diefe Differenz zwiſchen den bep 

den Groͤßen 


in (ſX Fiix) 


| 3 
und inss(x FD [fx FD - f@rd} 
enthalten ſeyn muß, wenn man i einen beliebigen auch noch 
ſo Meinen Werth giebt. 
Her 


) Im Original fehlt das Prädicat grade 
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Hieraus kann man folgern, und zwar durch ein aͤhn⸗ 
lihes Kaifonnement wie in Nr 134, daß diefe Bedingung 
nicht ftatt finden kann, wenn man nicht wenigftend 
i Yıxartpı kmuefxVYlırlfr)) 

‚bat. u . 
Mithin wird man die Oberflaͤche der vorgegebeneg 
Conoide baben, wenn man die urfprüngliche Funktien, 
von der Funktion 

«kVlı+t (Px))} 
dere yvV(ı + y%) 


‘ 


nimmt. 


138. 
Allgemein, wir mollen vorausfenen daß man die 
* Sunktion Fx vermittelft folgender Bedingung fuche, daß 
die Differenz | 
Fi) Tk 
wiſchen die beyden Groͤßen 
if i) und i 0(x, i). 
enthalten ſey, wo fund & ſſolche gegebene Funktionen 
von x und i bezeichnen, daß wenn man i = o macht; 
man fx = 0x hal, und daß diefe Bedingung für jeden 
beliebigen noch o kleinen Werth von i ftatt habe. 
Henn mas den Lehrſatz von Nr. 52 und 33 anwen⸗ 
det, fo bringe man die hunttion F(x +1) auf 


x +1irx +: *— J +), 


und die Zunftionen 
- fx i), (x, i) 
N U | 
l fs - if (X. j) 
dx i la ih | 
.. | Die 
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Die Größe j iſt hier überall unbeſtimmt, aber zu 
ſchen den Grenzen o und i enthalten und verſchieden 
"den verfchiedenen Funktionen, die durch FF Bezeichn 
ten abgeleiteten Kunftionen, beziehen fih auf die verä 
derlihe Größe x, und die durch F’, @° bezeichneten, abg 
leiieten Funftionen beziehen fih auf die verändeı 
liche Größe i. Wenn man alfo x = @x annimmt, | 
reduziet fi die befagte Bedingung darauf, zu bemerffte 
ligen daß die Größe 


| FIx + Fuck +i)e 


wiſchen den beyden Groͤßen 
IR + i’ f(x, j) 
Ä | Bifk+iielz ij) 
entpalten iſt, wie Hein auch, der Werth von i immer feyt 
fann. | 
Es müßte alfo die Differenz 
iICFPX A) +R EUR HP ĩi)] 
niemals größer als die Differenz 
[le j) fl j)] 
feyns fo lange aber das dur die erſte Potenz von 
multiplicirte Glied nicht Null iſt, fo. Förnte man immer 
klein genung nehmen, damit die erſte Größe größer all 
Die. zweyte werde, denn hierzu wäre es hinlaͤnglich i klei 
‚wer als die Größe 


F'x — fx 
Ylx,i) — EFllx ij) 


zu nehmen, von den Zeichen diefer Größe abftrahirt. 
Die vorgegebene Bedingung beingt alfo nothwendi 
diefe hier 
..Fx—-fk=o, 
mit ſich, ‚ und mal Fxımf;, 
une . u 7; 
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d. h. die gefuchte Funktion x, follte Die urſpruͤngliche 
Funktion von /x ſeyn; und um den vollſtaͤndigen Werth 
von Fx zu haben, fo müßte man dazu eine wilführliche 
beftändige Größe haben, welche man duch Die Bedins 
gungen der Srage beftimmte. | | 


| 139. 
Die ebenen Curven (wourbes planes ) gehören zur 
Geometrie von zwey Dimenfionen, und hängen daher nur 
von zwey Goordinaten ad. Die Curven von doppelter 
Krümmung (courbes ä double courbure ) gehö"en zur Geos 
metrie von drey Dimenfionen, weil fie nur auf die Ober⸗ 
- fühen fefter Körper verzeichnet werden koͤnnen; auch häns 
"gen fie von dreyen unter ſich fenfrechten Coordinaten ab, 
| Movon zwey Funktionen der dritten find, dergeftalt daß 
I’ fie nichts anders dargeftellt werden koͤnnen als durch zwey 
i Gleichungen zwifchen drey unbeftinmten Größen. 
Es fey demnach für eine beliebige Eurve von dop⸗ 
pelter Kruͤmmung y= fx, z = Ex, wo x, y, z die drey 
rechtwincklichte Eoorbinaten find. Es ſey gleichfalls für 
‚eine andere gegebene Curve q = Fp,r = op; wo p, q, 
s, ebenfalls ihre drey Eoordinaten (auf diefelte Axe bes 
zogen als die vorhergehenden ) find. Will man dep diefe 
inen Eurven für die Adfciffe x einen Punkt gemein haben, 
ſo muß man wenn man p = x madt, auch haben q = 
yudr=z; alfo y= Fx und z = ®. 

Kür irgend einen andern der Abdfciffe x + i zugehös 
tigen Punkt, find f(x + i), $Cx + i) die Ordinaten y 
und z, und F(x + i), 2(x + i) find die Ordinaten q, 
t; macht: man um abzufürzen 

' d=fl(x+i)— rF(x + i) 
I=MKx+i)— dx +i), 


uw 
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ſo iſt leicht wahrzunehmen daß die Entfernung D zwiſchen 


ben beyden Curven Die, zur der nemlichen Abſciſſe x + i 


J gehört, ausgedruͤckt wird durch 


Dzv(®+ 2°) 
Hieraus beweißt man durch eine ähnlihe Analyfis als 


die welche zu Anfange diefes iweyten Theils entwickelt iſt, 


daß wenn 
\ fx = Fx ex 6x 

fo wäre ed unmöglich) daß irgend eine andere gegedene Sur 

ve die nicht den nemlichen Bedingungen genüge Ieiftete 

gtoifchen den beyden genannten Curven durchgehen Fön 

Wenn man ferner 
fix = Pr wem 6% 

bätte, fo würde man auf die nemliche Net bemeifen, daß 
feine andere Eutve für welche dieſe Gleichungen nicht ftatt 


finden, nicht zwifchen den nemlichen Eurven durchgehen : 
koͤnnte:; u. ſ. w. 


Wenn man alſo bey den Curven von doppelter Kruͤm⸗ 
mung die nemlichen Begriffe von verſchiedenen Ordnun⸗ 


gen der Berührung ber’ gewöhnlichen Curven antwendeh 


fo wird man daraus folgern daß die zwey erſten Bedinz | 
gungen eine Berührung der erften Ordnung beftimmen 


werden, daß die zwey folgenden Bedingungen Kine Ber 
rährung der zweyten Drdnung befiimmen; 1. f. m. 

aAllgemein, wein man x, y, z die Coordinaten einer 

vorgegebenen Eurve nennt, und p, q, x die Coordinaten 


der gegebenen Curve, für melde man die Bedingungen 


einer Berührung vonjeiner gegebenen Drdnung mit Dir 


. vorgegebenen Curve derlangt, wenn 


Kg r)=o© N 
und ®(p, qg, r)=o 
die zwey Gleichungen der gegebenen Sure md, fo hat 


man 
⸗ 
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van für die Beruͤhrung der erſten Ordnung, die vier 
zleichungen 

F(Xx, y, 2) 2 0, 

F(X, 8 220, 

(x, y‚,z)=o, 

Oıx,y,2)/ =o, 
fir eine Berührung der ten Ordnung, hat man noch 
ieſe zwey Gleichungen mehr 

K(x,y,z)’ zo. 

(x, y, 2) =o; 
.ſ. w. inden man, in diefen abgeleiteten Funktionen, 
und = ald Zunftienen von x anfieht. 

Man befriedigt diefe Gleichungen vermittelt der 
ftändigen Größen a, b, c, etc. die in Die gegebenen 
unftionen 
F(p, gr) und @(p,q r) 

nein fommen, und melde man wie oben (Mt. 117) 
lemente der. Berührung nennen fünnte, wenn fie 
ı Zunftionen von x, yı z, y’, =’, etc, beftimmt ſeyn 
werden. 


140. 


Bir tollen fhr die gegebene Curve eine durch die 
Do Bleihungen 
g=a-+- bp, 
r=c-+dp 
‚himmte grade Linie wählen; damit fie eine Berährung 
er erfien Drdnung habe, d. 5. damit fie Tangente eis 
er beliebigen vorgegebenen Curve ſey und auf den Eoors 
naten x, y, z bezogen iſt, ſo wird man folgende vier 
leichungen haben: 
84 
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ysa-+bxz, 
' | | zE=c + ds, 
| y'=b, u 
z’=ud; 
Moraus man ziehet 
a=y—yk, 












' ce=z — ıx 


Daher werden bie Gleichungen der Tangente auf die 
Coordinaten p,-q, r bejogen, ſeyn: 
gy=syr-yı+tyP® 
rmaz— zx-+zp 
Es M leicht zu fehen daß diefe zwey Gfeichungen die 
zwey Tangenten der ebenen Curven vorſtellen welche die 
Projectionen der vorgegebenen Curve auf die beyden Ebe 
nen der x und y und der x und z. bilden (Mr. 113); 
Um alfo eine Tangente an einer Curve von doppelter 
‚ Krümmung zu ziehen, wird es allezeit binlänglich feynd 
die Tangenten an ihre beyden Projectionen zu ziehen und 
die gerade Linie von denen die beyden Tangenten die Pru 
jektionen ſeyn weiden, wird die gefuchte Tangente fepn. ; 


ar 


141. 


Geſetzt man 1 verlangte den Kruͤmmungskreis einer Eur 
de bon doppelter Krümmung. 

Um auf die einfachfte Art," die allgemeinen, Gleichun⸗ 
chen eines auf einer beliebigen Ebene gezeichneten Kreilck 
zu haben, wollen wir den Kreis als durch den Durchſchni 
einer Ebene melche duch den Mittelpunft einer Kugel 
‚geht entftanden betrachten; der Halbmeſſer und der Pils 
telpunft der Kugel werden alsdann jene des Kreiſes, und 
die Ebene wird die Ebene des Kreiſes ſelbſt. 


I 
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Die allgemeine Gleichung einer Kugel auf die drep . 
Koordinaten p, q, 2, bezogen, iſt: 
pa’ - (43 —- b) rer cm di, 
wo a, b, e die’Koordinaten des Mittelpunfts und d der 
Halbmeffer find. | 
Die Gleihung einer Ebene welche auf die nemlichen 
Eoordinaten bezogen ift „ und dur den Punkt der den 
Eoordinaten a, b, e entipricht, ift allgemein: 
P-armg—b)rnlt—c)=o, 
Bo m und ın zwey willkuͤhrliche beftändige Größen ‚find, 
zbelche die Neigung der Ebene in Beziehung auf. die figen 
Wenen des Coordinaten beftimmt. Das Syſtem dieſer 
ey Gleichungen wird alſo einen Kreis darſtellen deſſey 
danmen d ſeyn wird, deſſen Mittelpunkt durch die 
Koordinaten a, b,.e deftimmt, und deſſen Ebene von den 
Groͤßen m und m abhängen wird. | 
Wenn man alfo- in diefen Gleichungen die Groen 
p. q, x, in x, y, 2 verwandelt, und man davon die Er— 
hen und Zweyten-Gleichungen nimmt, fo wird man kol— 
gende ſechs Gleichungen haben: 
Kay" ame == d’, 
x—- a + m(y—b) + n(2 -c)=o, 
Kmatrı-btrame = 9 J 
im’ + non 0 
yet) Lotta e): = 0 
my" + nz! = o, 
wovon die vier eriten die nöthigen Bedingungen enthaften 
Damit der in Rede ſtehende Kreis eine Berührung der 
erſten Ordnung mit jeder Curve von doppelter Kruͤmmung 
Habe, von der x, y, = die Goordinaten, x und z 
aber in Funktionen von x gegeben find; und wenn man- 
‚dazu die zwey letzten fegt, To wird man die noͤthigen Be⸗ 
i. Theil. & din⸗ 


- N " 
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dingungen für eine Berührung der zweyten Ordnung has 
ben, d. h. damit der Kreis, Kehmmungefreis der Cum 
ve werde. - 
Da in diefe* Gleichungen ſechs unbeſtimmte Groͤßen, 

a, b, e, d, mu" n find, fo koͤnnte man allen diefen 
Bedingungen genü. - leiften, und der Krümmungsfreis 
wird der Größe und Lage nach beftimmt ſeyn. Wenn 
man aber. nur einen Berührungsfreis verlangte, fo blei⸗ 
ben zwey unbeſtimmte Größen, für welche man den 

Halbmeſſer d nehmen fönnte; und eine der beyden Ess 
gtenem und n. In diefem Falle alfo, wich die Glelchun 

x-.a+ry(y—b) rat —c)=oe 

bie Ebene beftimmen in welcher ſich die Mittelpunkt 
aller Kreiſe finden werden die Beruͤhrungskreiſe ſeya 

koͤnnen; und da der Halbmeſſer des Beruͤhrungskreiſes 
nwothwendig auf die Curve ſenkrecht iſt, fo wird dieſe 

Gleichung die Gleichung einer auf der Curve fenfrechten 

Ebene ſeyn, wenn man a, b, c für die Coordinaten der 

Ebene nimmt. 

Wir wollen jegt die Berührung der jwenten Hrönuug | 

betrachten. Die drey erften Bleichungen werden, weni 
man um abzukuͤrzen, 

RevY[lür—m) + ) + m mi 
macht, geben: 









(ny! — mz’ ya. 
—— a m — — —— 
* R 


(n — zr)d 
R 

(m y)d 
R 


ch 


Wenn dieſe Werthe in der fuͤnften Gleichung fuspitu ® 
werden, ſo zieht man daraus 


8 
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Hy z)R 


ea my 
Endlich, die. vierte nnd die fechete — * werden 
iben 


—W in 
BE yzrdR u. 
„ 
n es = —— 
Wetthe welche man in den vorhergehenden Ausdruͤcken 
ſubſtituiren wird. 


Man wird endlich, Nach jenen Debuctionen haben. 


J Cpy'22? 
= Fahre ) gi tr 7, 
y er a4 HD \Y 2 29 
—— u an 
G+y"+z)? Heiz) 
bayj SL 7 — —— 
—öBDV—— — y9 77 
A "_ ' 42 42 
en * )2 —— — +2’) (y'y +22} 
Gy +3) (yrtae) - (yıyıyz 2° 
1 * Die Größe d wird der Krümmungspaldmeffer der vor⸗ 
gegebenen Eurve ſeyn; und die Groͤßen a, b, e erden die 
Coordinaten von der Curve feyn, worin alle Mittelpunfte . 
der Kruͤmmungskreiſe liegen; aber diefe Curve if diefers 
Wegen noch Feine Abgewickelte, wie: in ben Surven don 
sinfager Rrömmung. 


144. 

Um ſich davon zu verſichern, und jugleicher . Zeit die 
Wthigen Bedingungen zu finden, damit fie eine abge⸗ 
beickelte der Curve von doppelter Krümmung werde, fo 
darf man nur Ähnliche Betrachtungen — wie Bei 130. ans 
wenden . 


——— E neh⸗ 
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Nehmen wir die Werthe von a, b, e wiederum vor, 
welche aus den drey erſten Gleichungen gezogen find, fr | 
werden wir haben: 

(ny’ — mz’)d 


1 mu IT J 


(— z’)d ur 
—5 
em, mod 
F ẽ | | 
Diefe Ausdruͤcke, wenn man die Groͤßen x, y, 2, f% 
„', eben fo wie m und n, als beftändig, und die Größe. 
‚3 allein als veränderlih anfieht, geben die Eoordincien. 
der geraden Linie in welcher: der Krhmmungshalbmehee 
liegt; fieht man aber alle diefe Größen als veranderlich 
und m, n, d, als in x gegeben an, weil yund z aldi 
x gegeben gedacht find, fo ſtellen alsdann diefe Ausdruͤck 
die Coordinaten von der’ Curve der Mittelpunfte vor. Day 
mit aber die grade Linie die ‚Bangente der Curve weich; 


b=r+ 












fo mäflen die Werthe don En md — —, indem inan b an 


e als Zunktionen ums oder allgemein a, b, c als 
tionen einer andern beliebigen veraͤnderlichen Größe F 
ſſeht, in Heyden Kälfen die nemlichen ſeyn. Die Werthe 

‘ v i . 
von * * 7 ſollten alſo auch die nemlichen ſeyn, 
ſey nun daß die Größen a, b, c, d allein veränderlich find, 
oder daß die Groͤßen x, y, 2, m und un auch zugfeihe 
Zeit variiren; folglich muͤſſen die Gleichungen die dieſt 
Werthe beftimmen, ebenfalls in beyden Oppotbefen —* 
Haben. J 
Betrachtet man nun die Gleichungen weiche die iʒei⸗ 


ven u hc di und a in x, y y' y” zu beflimmen gen 


! 2 dient 


\ \ 
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nt haben, und fieht alle diefe Größen ald zugleich - vers 
derich an, fo ift klar daß die beyden Gleichungen 
(x - 2) + — b) (2 md 
d x — à TI +2 —=c) 0 
gende mit ſich bringen | 
(2 — a) — by b)— lr—c)en dd, 
(de nichts anders als die Erfiegleichung der. Erſten Sf, 
wm man 2, b, c, d allein als veränderlih amnimmt, 
en fo die atmen Sleichungen 
x-ary(y—b)+ !(z—e)=o | 
, 1 +y”" +: + yY(y—b) + a c))me 
2988. folgende mis fi. , 
’ ‘“+ribridmo. 
gleichfalls die Crfiegleichnng der Erften if, indem, man 
a, b, e als veränderlih nimmt. Diefe zwey Gleis 
ngen haben alfo die verlangte Vedinguos J da ſie aber 
Veſtimmung der drey Größen I ee — nicht 
reichen, ſo müßte man auf eben die Art eine dritte 
ichung finden welche die Erſtenfunktionen a‘, b’, e ent⸗ 
te; da nun die zwey Vorhergehenden von der Glei⸗ 
ag der Kugel abgeleitet find, fo muͤßte man die Dritte 
; der Gleichung der Ebene 
x—arnm(y—b)+n(lz—c)=o 
en, .diefe letztere giebt, wenn man alles varliren läßt, 
Ruͤckſicht auf die Gleichung ‘ 
7. my! »ınz.=o 
ımf, folgende Gleichung 
a — mb’ — nd + Br +nla—c)me 
5 wie wan ſieht, die Erſtegleichung der Vorherge⸗ 
den iſt, indem man =, b, e, m, mals zugleich veraͤn⸗ 
ih aunimmt; Mithin wird diefe Gleichung nicht die 
83%. ven 
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berlangte Bedingung haben, wenn nicht wenigftens 
von der Variivung der Größen m und n Abhangende Th 
verſchwindet, d. h. wenn man nicht wenigſtens 

πν ανα 

hat. 

Wenh dieſe Bedingung ſtatt findet, alsdann t 
die uͤbrig bleibende Sleihung a! — mb’ + no’ => 
welche mit den zwey fo even gefundenen Steichungen 1 


binirt, Die Werthe von — FR z 7 — geben wird, t 


Ge :die:nemlihen fen werden, n fen daß die Sr 
a, b, c, d allein veränderlich find, oder es feu daß x 
3, m und n auch 'zugleih varliren. Daher wird 
grade Linie in welcher der Kruͤmmuugshalbmeſſer ti 
Tangente an den Curve der Mittelpunfte: alſo wird « 
bieſer Halbmeſſer Tangente von der nemlichen Eu 
weil en von diefer Curve begraͤnzt iſt. In diefen nemli 
- alle, geben die vorhergehenden Ausdruͤcke von art 
auf der Srelke die Erſtenfunktionen 

am Ten, 

R 
Yo an 


(dem — =, 
daraus zieht man 
a’? + h'? + Pr en ar, 
und Daraus 
| «may (a + br 8 
Nun werden wir nachher ſehen (Nr. 144) daß d 
Sleichung zeigt, daß d der Bogen der Curve iſt, 
weiger a, b, o die Eoordinaten en Der Kruͤmmu 
b 
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halbmeſſer wird alſo nicht allein Tangente der Curve der 
. Wittelpuntte ſeyn, fondern überdem noch dem Bogen von 
. biefer Eurve gleich ſeyn. Er wird alſo nichta anders ſeyn, 
old die Abmicelung von diefer nemlihen Eurve, die 
‚folglich, Die Abgewickelte von der vorgegebenen Eurve ſeyn 
rird, wovon x, y,'» die Coordinaten find. 


14%. 
Die Dedingung 

m(y—b) +n(z=e)=0 
die wir fe eben gefunden: haben damit die Curve eine Eos 
Inte habe, hat augenſcheinlich ſtatt, wenn m und n Ibes 
 Rndig find. Sind diefe Größen nicht beftändig, fo wer⸗ 
den. fie die Beruͤhrungsebene der Curve beftimmen; hund 
wenn die vorhergehende Gleichung. ftatt: hat, fü werden 
die Krämmungshalbmefler eine Evolute bilden. Denn 
ht man zu dieſer Gleichung, die Gleichung. 

1 myß na 0 


—E „ die eine-ven. denen. aus Nr. 141 iſt, fa wird man 


diefe haben: 
It my) +nam(y—b)rnlzo)ae 
welche nicht. anders. ift ale, Die Geftegleihung der Glei⸗ 
bung der Ebene. 
xrma+n(y—b)Filbmc)=o, 
indem man die Eoordinaten a, b, c der Ebene als be 
fändig, und die Größe x die hier ald Parameter dient 
und von der. die andern Größen y. z, m, n als Funktio⸗ 
nen voraus gefegst find, als allein veränderlih auſieht; 
weiches das Princip der Abwickelung fähigen. Oberflächen 
ausmacht, wie man weiter. unten. (Mr. 159) fehen wird. 
Uebrigens, giebt es eine allgemeinere Art die Evolu⸗ 
ten der Curven zu behandeln, welche darin heſteht den 
54 Halb; 


— 
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-Yalbmefler der Cvolute in einer geneigten Lage gegen die 


Berührungsepene iu nehmen, und welche zu vielen fchds 


nen igenfhaften der Curven und ber Oberflächen Vers 


anlaſſung giebt, Da die Grenzen, welche wir ung vor⸗ 
geſchrieben haben nicht erlauben, ung fo weit hierin eigs 


zulaſſen, ſo bieibt nur noch uͤbrig unſere Leſer zu erſuchen 
dieſe neue Theorie ‚in dem 1oten Bande der Memoiren 


der wormaligen Akademie der Wiffenfhaften nachzufchen. 


nn: 0000 144 


- 


| Penn man die Projection einer Curve non doppelter 


Krammung auf die Ebene der x und y zeichnet, ſo kann 
man dieſe Projectionscurve als die krummlinigte Are 
der Curve von doppelter Kruͤumung anfehen; dergefalt, 


wenn man s den Bogen der Projectionscurne nennt, die 
Soordinaten x, y find, und man vorausfest daß dieſet 
Bogen in grader Linie ausgedehnt fen, fo wird mans 


und z für Die rechtwinklichten Koordinaten der Curve von 


doppelter Krümmung als auf eina Ebene appliciet ges 


dacht, ‚haben. 


Diefe Betrachtung giebt und das Mittel an die Hard, 


die Formeln von der Quadratur und von der Rectifcis 
rung der ebenen Curven (Nr.-134, 136) unmittelbar ben 
den Curven von doppelter Krümmung anzuwenden. Dias 
ſerwegen, darf man nur in den Ausdrüden 
yx’ und V(x” + y*) 

s an . die Gtelle von x und z ftatt r ſeten— 
ſo bat man 

ꝛs“ und V —2 * ae, 
| end da der Bogen s durch bie Gleichung 
*V(xXx 2)] 

beſtimmt 


N 
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kim if;. und macht man diefe Subſtitutien, ſo wird 
m folgende zwey Sormeln haben 

z 2 V)x" - y’’) und 
' Y(x® 4 y? + 2’), 
don die FR die Erſtefunktion des Flaͤchenraums if, oder 
in der Oberflaͤche des graden Cylinders der zur Grundfläs 
e die Projection der Curve von doppelter Kruͤmmung hat, 
nd die durch den Umfang diefer Curve begrenzt ift, und 
won die zweyte Kunftion die Srftefunftion des Bogens 
erſelben Curve "ft. 


tn. 148 

Die krummen Dberflächen beftimmen ſich auch durch 
key rechtwinklichte Coordinaten, wie die Linien von dop⸗ 
elter Kruͤmmung, aber mit dem Unterſchiede, daß für 
ie Dbderflächen, ziwey der Coordinaten unabhängig unten 
& find, und die Dritte ift eine Funktion diefer benden; 
daß eine Oberfläche nur durch eine einzige Gleichung 
nischen den drey Eoordinaten vorgeftellt if. 

Die zwey Gleihungen die eine Curve von doppelter 
ttammung beflimmten, ftellen alfo jede ing befondere eis 
e krumme Oberfläche dar, und die durch das Syſtem 
ieſer zwey Gleichungen vorgeſtellten Curve, ift Durd den 
durchſchnitt beyder Oberfloͤchen gebildet. Die Theorie der 
dherflächen Hänge alfe ‘von der Anaiyfis der Funktionen 
von zwey verähderlihen Größen ab, und fann wie die 
theorie der Curven und durch die nemlichen Prine pien 
abgehandelt werden, So mie eine grade Linie Tangente 
einer Curvs ſeyn kann, eben ſo kann eine Ebene Tanı 
gente einer Oberfläche feyn, und man wird die Werühz. 
tungsebene durch die Bedingung heſtimmen daß Feine ans 
dere Ebene Auch den Berührungspunkt zwiſchen jener 

& 5 Das 
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Beruͤhrungsebene und det Oberflaͤche geiogen merd 


kann. 
.w 


Es feyen x, y, z die drey Eoordinaten der gegeben 
Oberflaͤche, und-p, q r die auf dielelben rechtwinklicht 
Aren bezogenen Coordinaten der: Berührungsebene; 
wird man durch die Natur der Oberflaͤche babe 

ıIı= f (xy), 
and duch die Natur. der Ebene 
Oo rsarbrte 

wo a; b, c drey beftändige Größen find, die die Lage dı 
Ebene beftimmen. Man fieht fogleih, um daß die Eb 
ne mit der Oberfläche einen Yunft gemein habe, fo mı 
ihre Gleichung beſtehen, wenn man annimmt daß.d 
Eoordinaten pı q» x, zu x, Yı 2 werden; welche folgen! 
eeſte Gleichung giebt: 

„mar. bx + ey. 


7 Wir wollen jetzt einen andern Punkt der Oberflac 
betrachten, welcher den Coordinaten x + i, y + a en 

ſpricht, fo wird die ſenkrechte Ordinate z gleich 

.fx + Yytek 5, — 


- Wie wollen auch in der Gleihung ber Ebene 

px tl gq=y +a 
macen, fo wird die ſenkrechte Ordinate x: glei 

a+bxt+i)tcrto) 

und die Entfernung zwiſchen den entfpeechenden Punkte 
der Dberfläche und dee Cbene wird ausgedruͤckt durch 

fa Htuyrytro)ma—blkx ti) nceyHtol 

Die Gunftion 

fx+tihyre) 

Tann man in folgender Reihe, entwickeln Me. 85) 

ver 


\ 
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fa 2 + far oflRyIt = —— 4 


i o (x, y) +0 ca, Y) + u.ſ. w.5 
alſo wegen 
MAx, a br hier, 
wird die Entfernung wovon die Rede ift, und die wir 
. wit D bezeichnem, folgendermaſſen ausgedruͤckt ſeyn: 
D ft —-b]J+ hiR yYI—c)+ 


* — fa »rifan+- — fu y) + ete, 


ho man \fonteic fteht, daß, da die Bröjen i undo uns 
beſtimmt bleiben, der Werth von D der kleinſte wird, 
denn man die Größe b und c auf eine folche rt ber 
, fimmt, daß die Durch i und a multipficieten Glieder 
derſchwinden, welches 
beflxuy)=?, 
ef 1)) , 
Me. ga) geben wird; und da man fchen 
a bx ry=2 
gefunden hat, fo wird man die Werthe der drey beſtaͤn⸗ 
digen Größen a, b, c von der Gfeihung dee Ebene in 
Funktionen von x, y, 2 haben, Diefe Wertbe werden 
‚ daher ſeyn | 
! _ a — 2 x y2, 
= =’, 
0m z,; 


u die eoge der Gone wird ainllich beſtimmt ſehn. 






\ > 
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Durch die Verſchwindung der in i und o muttiplieir⸗ 

ten Glieder, wird bewirkt daß die Entfernung D weiter 
keine Sieden enthait als ſolche die in Potenzen oder in 
höhere 
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Höhere Producte als die nemlichen Größen muftipficiet 
find. Wenn man-eine andere Ebene durch den nemlichen 
Punft der zu den Coordinaten x und y gehört durchgehen 
‚lieffe, fo würde man durch die Entfernung die ich A nen 
nen werde zmwifchen den Punkten der Oberflaͤche und der 
neuen den Coordinaten x pi und y + o entfprechendenr 
Ebene, ein jenen von D Ähnlihen Ausdruc finden, wq 
aber. die durch i und durch o multiplikirten Glieder ſich 
nicht mehr vernichten. Nun ift aber leicht zu fehen , daß 
an die Größen i und o fein „genug nehmen Fann das 
mit die durch die erfien Posenzen von i oder ton o muls 
tiplicirten Glieder, größer werden als die andern in Pur 
teuzen ‚oder Producte von mehreren Dimenfionen . multis 
plieirten Glieder, welches ung fogleid berechtigt zu ſchlice 
"sei daß man immer i und o hinlänglich Feine Wertit 


geben fann, damit daß die Entfernung A die Entfernung 


von D Äbertrift, dergeftalt daß es unmöglich fey daß die 
letzte Ebene zwiſchen der erſten und der der Oberflaͤche 
dureh, 


Aber diefe Shlußfoige, die auſſer allen Zweifel wis . 
re wenn die Ausdruͤcke von D und. A, nyr von einer be— | 
kimmten Anzahl von Glieder zufammen gefegt waͤre, füns 


te wegen den unendlihen Reihen die in diefen Ausdrös 
cken einfhleihen, Schwierigfeiten leiden. | 

tm ſolche zu vermeiden haben wir; als wir die Tan 
genten der Curven betrachtet Haben, van dem Lehrfag in 
Nr. 53° Gebrauch gemacht vermittelft, welchen man die 
- Zunftionen nur Theilweife, und ſoviel als man davon 
nöthig hat, entwiceln kann. +Wir Fönnten diefen Lehr⸗ 
fat noch auf die Entwidelung der Zunfkionen von zwey 
veraoͤnderlichen Größen anwenden, indem man ficceflige 
die dee. der Potenzen, non i und a gemaß entwickelte. 
Da 


x 
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Dg man aber auf diefe Art Feine ſymetriſche Formeln 
haben würde, und jenen der Kunftionen von einer ver⸗ 
-Anderlichen Größe ähnlich, fo werden wir hiervon Gele⸗ 
genheit nehmen die Analyſis von den Rr. 45 u. ſ. w. zu 
verallgemeinern, indem wir folhe auf die Entwickelung 


einer beliebigen Funktion fx, » von zwey veränderlichen 
;Brößen ausdehnen. Ba 


147. 
tapt uns die in (Pr, 85) fär die Enteidtelung don 
fx +iıy+to) 
gfandene allgemeine Kormel wiederum vornehmen, und 
(welches, da x, y, iund o beliebige Groͤßen find, erlaubt 
M) x nnd y in x — i und y— v verändeen, nachher 
i und o in x2 und yz, fo werden wir Haben; 
‚y)=flx —ı, y—yz)- 
af ay-y) + 
yzfı(lr - 22, y—y) + 
x?z 2 
fa — au. y—y2)+ 
sy (x -ı. y—y)+ 
pc — x, y—yr) + ete, 


"mo 2 eine beliebige undeftimmte Größe if, die wenn fie 
gleich Null gefegt wird, Die Gleihung identifh macht, 
"wenn men fie m ı fegt, geben Wird: 


OH DE 7.20 2772027 75 u 220 


‚ 3 “ 

af, + fr 4 ote. 

Dieſes it die allgemeine Formel von der Entwicke⸗ 

lung der Funktien f(=, 7), nach den Potenzen Yon x und 
“0 - ‚ \ y 
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y, in welcher die duch £, fo» fr ie. Pw. angejeigten Bi 
ben, die Werthe der abgeleiteten Funktionen nach x und. | 
y, indem man x=o und y=o macht, bejzeichnen. 
Geſetzt man mollte jetzt dieſe Entwickelung nur Theilweiſe 
machen, und ſogleich bey ben erften Gliede Ainnehalten, 
ſo macht man: 
| FCx; efkem,x-y)4+bP 
wo P eine Zunftion von Z if, die augenſcheinlich Null 
‚fepn follte ‚ wenn:2 = o. Da die Größe 2 beliebia if,. 
fo koͤnnen wir die Erſtegleichung in Beziehung auf 2 neh⸗ 
men; und duch die feftgefegten Principien und Bereiche 
nungen ‚iſt es leicht zu ſehen daß die Erſtefunktion vor 
fkemyiy). 0°. 
in Beziehung auf 2 genommen, ſeyn wird ' 
ya) yl (x x, Au 
- daher, wenn man durch Pr-die Erſtefunkt vn Mir P,.aud 
in Beziehung auf z genommen, anzeigt, ſo diud moan 
für die Veſtimmung von P die Steihung bon der erſen 
Ordnung haden- 
Pre xf(x  xz, yjz) 4 
um yey) - Ä 
Laßt und zweytens, die diey erften Glieder det Ent 
wickelnng bon f(x y) betrachten, und machen 
nei, y-y) + 
xzf/( x — xz, y - 29 + 
| fly), 
Q wird eine Sunftion bon 2 feyn, die durch bie Date 
diefer Gleihung ſelbſt, Null werden ſollte, wenn 2* 
iſt. Wegen der Unbeſtimmtheit von 2," fönnte man ie 
Erſtegleichung In Beziehung auf 2 nehmen; und wenn 
man durch Q/, bie Eeftenfunftionen don Q anzeigt, fo 
wird man, agdern man die Gtieder welcht ſich in der 


Erſten⸗ 


auf die Seometrie und Mechanik. 28 


keftengfeichung bernichten ausgeloͤſcht hat, folgende Glei⸗ 
Yung der erſten Ordnung für die Beſtimmung von Q, 
Inden: 
 Uexhıfl(x-x,y—y)+ 
axyfı  (xs—-ı, y — 2) 
Yaynlx = a» yo y2); 
uf w. 

Um von diefen Gleichungen die Werthe von P, Q, 
uf. w.. abzuleiten, fo müfte man die urfprünglichen Gleis 
dungen der Groͤßen P’, Q, u. ſ. w. in Beziehung auf 2 fus 
hen, und fie fo nehmen daß fie Null feyen, wenn z= o 
fe Aber, da wir Peine allgemeine Ausdrücde diefer 
Brößen.nörhig baden, fondeen nur von ihren Werth in 
Beziehnng auf 2 = 1, daß felbft es hinlaͤnglich ift Gren⸗ 
ven dieſer Werthe zu haben, ſo koͤnnte man von der 
Methode In Nr. 49 Gebrauch machen, um zu ähnlichen 
toneluſionen als jene in Nr. 51 find zu gelangen. 

Alfo, indem man durch A eine unbeſtimmte Zahl an: 
zeigt, oder vielmeht eine unbekannte, immer zwifchen 
o und t enthalten, und die überall "in der nemlichen 
Zunftion diefelbe ſeyn follte, aber die verfchieden in den 
verichiedenen Funktionen ſeyn fönnte, fd. wird man fol⸗ 
dende Ausdruͤcke finden. 

P= xfax, Ay) + yhCx Ay)ı 
=: [CAR 7) axyf, (Ax, Ay) 


*7 In Os 2)1 


und fo auch von den andern, 

Wenn man endlich diefe Werthe von P, QQu. ſ. w. 
in den Entwickelungen von f(x, y) feht, und 2 = t 
macht, fo wird man dieſe allgemeine Formeln haben, 
welche .eine Genebtrung » bon bem tehefane in no, 82. ent⸗ 
ball, j 


Die? n 


— 
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. fi» y )= = LEONHARD 
| erh, + fr say)ı 


+ ur os 2) +L nos, Ay) 


ef try, + 


2 


x⸗ y A 
Fee ae) } 
4 una gun 
t3/ ax, ay)+ Eu Ay )s 


ı Ä 4 In! (ax, Ki + —* Ay) 


| > uf. m. 

Krithin, wenn man dir Sunftion | 
| fx +hy+0 | 

nach den Potengen von i und von o zu entwickeln hah 
fo darf man nur i und o an die Stelle von x und r 
ſetzen und die Größen £ F’f,> u. f. w. werden f(x, y) 
fo ht y) u. ſ. w. wo die abgeleiteten Funktionen 
in Beziehung auf x und y genummen toerden toͤnen 
weit die Funktion CX1, y *0) fd beſchaffen iſ 
daß ihre abgeleiteten Funktionen in Beziehung auf x und 
y die nemlichen find, ats die Abgeleiteten in Vcliehung 

auf i und o. Man wird alfo haben: 

far u) y)+ | 

if'(z + %,y + %0) + | 
ofix Fa, y +30) 0° 

in y+riflay)>+ DIES 


| E fun ro) + 
If ahy 30) + oo. 
Sie + Ay + 90) | + 
| m f(x,y) 


\ 


’ 


auf. bie Geometrie und Mechanik. 97 
ef) tif) try y) + 
ERNÄHREN Ft 


3 
* Fe + y +30) + 
— fa + y +30) + 
—fn@H+ N y +20) + a 
a Fk ai, y a0); 

— und fo weiter. | 


Die Größe ai entfbricht, wie May fieht, der] von 
18 durch j bezeichneten Größe in den zu Anfange diefes 
yepten Theild angewandten Formeln. Wir geben den - 
usdruck ai den Borzug, weil der nemliche Confficient A 
b in der Größe ro findet, "Aus diefen,Sormelä, welche 
gt fehr leicht auf Funktionen von drey oder einer grös . 
un Anzahl von veränderlihen Größen ausgedehnt wers 
a Fönnten, fann man folgende Schlußfolge ableiten: 


Wenn man, in der Entwicelung einer Funktion nach 
en Potenzen oder Producten von gemiffen Groͤßen, bey 
en Gliedern einer gegebenen Ordnung innehalten will, 
5. in welchen diefe Größen Dimenfionen von einem 
ztade gleich dem Erponenten von diefer Ordnung bilden, 
kann man den Reft der Entwidelung gleich den Glie⸗ 
ein der folgenden Drdnung allein annehmen, aber ins 
em man darin dieſe nemlichen Größen unter den Funk⸗ 
onen beybehaͤlt, und fie alle mit einem Coeffieienten A 
witipliciet defien Werth zwiſchen den Gränzen o und K_ 
halten ift, und der derſelbe Werth in der nemlichen 
‚Il Theil, u G | Suks 
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Funktion ſeyn wird, der aber verſchieden in den verſchie⸗ 
denen Funktionen ſeyn kann. | 


148. 
Wir koͤnnen jetzt den Refultaten der Analyfis. von 

Nr. 145 alle erwünfchte Strenge ‘geben ; , Zu diefem En 

de darf man nur die Sunftion f(x+i, y+o) entwideln 
und wenn man bey den Gliedern der erften Otdnung ins 
ne Hält, fo wird man haben (Mr. 147) 

[ati ytafıy) Hifi) + | 
fi) + Zf'R Hy Ha) 4 
| el ++ Ai, y 20) + | 

J 7 = fl +?%,y + ro) % 
und der Werth von. der Entfernüng D redueirt ſich uf: 

D = fu +?, y 20) 

iof/(« +?%,yHt+ Ro) + 

Sf + al y +20). . \ 

Fuͤr jede andere durch die Gleichung | 

Ä  r=“+Ppp+trg 
vorgeſtellte Ebene, und wenn fie den nemlichen Punt 
mit der andern Ebene und der Oberfläche gemein hat, fo ; 
wird diefe Entfernung, welche ih A nennen werde, auf ı 
fer den vorhergehenden Gliedern, noch dieſe von der er⸗ 
ſten Ordnung enthalten, 

IIC. y) - + IMCM, Y)) - or] 

Hieraus iſt leicht zu ſchlieſſen daß man i und o ims 
mer Hein genug nehmen. fönnte damit Diefe Entfernung | 

A die Entfernung D übenteift A 
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Es wird. alfo-unmdglich ſeyn daß diefe letzte Ebene 
wiſchen Ber Oberfläche und der durch die Gleichung 
r=za+bpre 
‚orgeftellten Ebene durchgehen koͤnnte; daher wird diefe 
ine Tangente der gegebenen Oberfläche feyn, wenn man 
vie in Mr. 145 macht J 
a m2 — xꝛ — y2, 
b *2, 
c = 2,» ‘ 
Woraus man fieht daß die Lage der Veruůͤhrungeebe— 
ne von den zwey Erſtenfunktionen z’, z, abhängt. 
Es ift in-der That nach der Gleichung 
r=arbp+ eg 
feiht zu finden, daß wenn man a die Neigung des Durch 
diefe Gleichung auf die Ebene der Goordinaten p und q 
vorgeftellten Ebene nennt, und P die Neigung’ der Durchs 
ſchnittslinie diefer beyden Ebenen mit der Abſciſenare P 
fo wird: man haben 
b= sın. A tg. «, 
ce == cos, ß tg. 6, 
woraus man zieht 
tg szzevVY(b’+c). 


und tg. = 


Weil demnach die Aren der Koordinaten x, y, z die 
: aemlichen find als die der Coordinaten p, q, r, fo werden 
| die Winkel = und 8 in Beziehung der Berührungsebene, 
; &henfalß. durch diefe Sormeln beflimmt feyn: 
tg. uc9 Y(z + 2,2) 
nd tz —R — 


! 


gi Tun 
% 


— u Ä G 2 149. 


l 
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149. 

Allgemein, wennz = f(x, y) die Gleichung der vor; 
gegebenen Oberfläche ift, und r == F(p, q) die Glei⸗ 
chung einer gegebenen Oberflaͤche, und man will dag die 
fe Heyden Dberflächen einen Punkt gemein haben der den 
Eoordinaten x, y, z entfpeicht, fo müfte die Gleichung 
s = F(p, q) au ftatt Haben, wenn man p — x, 
gayr= z madte, welche z = Flx, y) geben wüts 
de. Wenn man ferner die Punfte der zwey Oberflächen . 
die den nemlichen Eoordineten x + i und y P o ent. 
ſprechen betrachtet, und man D die Entfernung zwiſchen den 
einem und dem andern nennt, d. h. der Theil von der. 
fenfrechten Drdinate melcher fich zwifchen den beyden 
Oberflächen befindet, fo ift fihtbar daß man haben wird 

‚DefixFiy+o)— Ksı+iy+tre). 
Laßt uns jegt diefe zwey Zunftionen durch die For 
meln von Nr. 147 entwideln, indem wir fogleich bey den . 
Sliedern der erfien Ordnung ftehen bleiben, fo werden 
wir, wenn man z, 2’ und z, an die Stelle von | 
!(x; Y) fx, Y) fx Y) 
fegen, haben 





D=ile — Fin y)] + 
o[z, — F(x,y)] + 


ZU &@+ 3% 7 +20) 
— F(x+XN,y+?o)l+ 


io[lff’(x +, y +20) 
— F/(x +, y+r%)) + 


* M. (x + ai, y-+?%o) 


—Fu(stAyt3o) 
- . Ge⸗ 
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Geſetzt daß die durch i und durch o multiplicieten - 
Blieder verſchwaͤnden, welches ſtatt findet, wenn man 
“"=rF(xy) 
' undz,=E(x,y) 
nnimmt, fo wird Der Ausdruck von N nur noch Glieder 
on einer höhern Ordnung enthalten; und es ift leicht 
arzuthun, dag man immer i und o klein genug nehm n 
nn damit diefer Werth von D fleiner wird, ale 
er Werth einer gleihen (pareille) Größe für eine ans . 
we gegebene DOberflähe, in weicher die dur z und 
urch o multiplicirten Glieder fid nicht vernichten... Wenn, 
fo die Sleihung r = F(p, q.) der gegebenen Ober⸗ 
äche drey willkuͤhrliche beſtoͤndige Größen 3, b, © ent‘ 
alt, und man fie fo bekimmt daß fie den drey Glei⸗ 
ungen 

z=F(x,y, !=fFılx, y),„=Ff(xy) 
mägen, fo wird es unmöglich ſeyn, daß irgend eine 
ndere Oberflaͤche, melche nicht den nemlichen Bedinguns 
en genug thut, zwiſchen der nemlichen Oberfläche und 
er vorgegebenen Oberfläche, deren Eoprdinaten x, y» = 
nd duschgedet. 

Es ift fichtbar daß die drey vorhergehenden Gleichun⸗ 
en nichts anders als die Gleichung der gegebenen Ober⸗ 
aͤche ſelbſt find, wenn man darin die Coordinaten p, 
‚rin x, y, 2, und die zwey Erſtengleichungen von dieſer 
ach x und nach y genommen, veraͤndert. Woraus man 
Igemein folgern Faun, daß, wenn F(p,g r) = o die 
leihung der gegebenen Dberfläche ift, fo werden die 
sey Gleichungen von welchen die Rede ift, indem man 
als Funktion von x und y anſieht in diefe Hier FCx, 
‚z2)=o, F(x,y,2)=oud F(x,y z) einges 
hloſſen fegn; dergeſtalt, daß, wenn mag bloß duch 

G 3 F(x): 


J 
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. Ex) Fly), P(z) die Erftenfunftionen von F(x, y, 2, 
in Beziehung auf x, y, z allein genommen anzeigt, die 
zwey legten Gleichungen werden (Rr. gı)- 
F(x) + zF(z)=o, — 
FCX) VFGB)GSS OG. . 
150. 

Laßt uns den allgemeinen Ausdruck von der Enter 
nung D wiederum vornehmen, und die zwey Funktionen 
welche ſie enthäft entwideln, indem 'man die Entwides ' 
lung Big zu den zweyten Dimenfionen von i und o tieibt; 


wenn man annimmt daß die drey obigen Gleichungen | 


von ſtatt haben, ſo hat man bloß 
* [an — ua, y)] + 
| tale. — FiCz, Yt 
— — lm — F,(&7)] t 


* 0! 
— alu — — — Ar: 
2, 3 L +: , +2 ‚+ 2.3 mm, 


 - indem man, um abiufäryen Bad: | 
MůJx Hr, y - 20) 
— FP'(x + i, y — 20) 
Ay = Pie +?%,y-+ ?%0) 
| = yo) 
u.fm. 
Daher, wenn die Sfeihung r = Flp g der gen 
gebenen Oberflaͤche ſo beſchaffen iſt daß man noch den 
drey Gleichungen 


——— — —— 


2“ pn F'(x, Y) 2," = Fi (x, Y) z, = F,(Cx, y 


gnuͤge leiſten koͤnnte, ſo werden die Glieder der zweyten 


Ordnung auch in dem Ausdrucke von D verſchwinden, und 
Ä man 
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man wird feicht darthun daß es allezeit möglich fey die 
Größen i und o Ffein genug zu nehmen damit Die Ent⸗ 
fernung D fleiner fen als die Entfernung A für jede 
andere gegebene Oberflaͤche welche: nicht denfelden Bedin⸗ 
gungen gnuͤge thut; hieraus folgt daß unmöglich dieſe 
Dberfläche zwifchen der gegebenen Dhberfläche deren Bleis 
dung r == Fp, q) ift, und der vorgegebenen Oberflaͤche 
deren Gleihung z = f(x, y) if, durchgehen kann; und 
fo. weiter. | 
Wenn man allgemein. durh Alp, q, r) = o die 
Gleichung von der gegebenen Dberfläche vorftellt, fo if 
ſctdar daß die drey letzten Gleichungen in dieſe 
FAX, . 2) * o 
Fe(x, y. 2) 3 0. 
und F,a,yz)=o, . 
-nthalten find, indem man 2 ale Funktion von x und y 
anſieht; und. eben fo. ven den andern, Ä 

Man Fönnte alfo. die Theorie der Berührungen von- 
verfbiedenen Drdnungen welde wir in Beziehung ae 
krumme Linien vorgetragen haben, auf die Oberflächen 
susdehnen, und daraus ähnliche Reſultate ziehen. 

So wird man, für die Berührung der erften Ord⸗ 
nung, die Gleichung F(x, y‚,z) = o mit ihren givey 
Erſtengleichungen nach x und yhaben; Fuͤr die Beruͤh⸗ 
tung der zweyten Ordnung, wird man, auſſer den drey 
dorhergehenden, Gleichungen, die drey Zweptegieihungen 
bon F(x, y, 2) = o nad x, nad y ımd nach x und T 
haben; u. fr m. . 


151. 
Bir wollen. für die gegebene Oberflaͤche, die Rugel 


nehmen deren allgemeine Gleichung 
64 (p—a)* 
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(p — a) + (g— 5b) + (r — e) = @ 
Hiſt / we p, q, r die drey Eoordinaten eines beliebigen 
Punkts ıhrer Oberfläche find, a, b, c die drey Coordina⸗ 
ten die die Lage des. Mittelpunkts beſtimmen, und d det 
Halbmeſſer. 

Wenn man in dieſer Gleichung p, q, x in x, y, 
veroͤndert, und nachher die zwey Erſtegleichungen nach | 
x und y nimmt, fp wird man folgende drey Gleichun⸗ 
gen haben: 

(«—-a)’+ br Ger dmo 

x—ı +z(z—oe) =o. 
y-Äab +ul-) o, | 
durch welche man ſogleich die drey beſtaͤndigen Groͤßen * 
h e beffimmen koͤnnte; man wird alſo finden 
— 
— en) 


da, 
art ae) 
d . 


e=z — — — 
—TCGCAAI * 
und des Halbmeſſer d, wird noch willkuͤhr lich ſeyn. 
Die durch dieſe Elemente beſtimmte Kugel wird alſo 
Tangente von der Oberflaͤche ſeyn, und folglich ihr 
Halhwmeſſer ſenkrecht auf der nemlichen Oberflaͤche. 
Sieht man alſo, den Werth. von dieſem Halbmeſſer ad 
unbeflimmt an, fo werden die drey Größen a, b, « di 
Eoordinaten der auf der Oberfläche fenkrechten Linie ſeyn, 
wo d veränderlih, und x, y, z beftändig find, 





153%: | 
Domit die Kugel Kruͤmmungsmeſſer ( oseulatrice) der 


Oberfläche werde, fo wird man nach drey andere Sleihun 
gen, 


y . 
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gen haben, welche die Zweytegleichungen vop der obigen er⸗ 
ſten Gleichung ſeyn werden; aber, da nur noch eine 
willkuͤhrliche Größe d bleidt, fo if flar dag man nicht 
allen diefen, Gleichungen ein gnäge feiften fönnte; wo⸗ 
raus folgt, daß es unmoͤglich if im allgemeinen eine 
Rrämmungsfugel einer Oberfläche zu, finden, wie man den 
Krämmungsfreis einer Curve findet. 

Wenn man ftatt einer Kugel, die aus dee Umdres 
Hung eines Kreisbogens um feiner. Sehne entftandene 
Dperfläche anmenden wollte, fo Eönnte man aledann , da 
man in der Gleichung diefer Oberfläche ſechs willkuͤhrliche 
Groͤßen hat, diefe Elemente auf die Art beflimmen daß 
die Berührung der zwenten Ordnung Allgemein mit’ einer 
heliebigen Curve ftatt finde. Eben fo würde es mit jeder 
andern Dberfläche feyn, deren Gleihung zum menigften 
ſechs willkuͤhrliche bekändige Groͤßen enthielte, 


153. 
Wenn aber unter allen den Berührungsfugein nicht 
eine einzige feyn kann, die im eigentlichften Sinne Kruͤm⸗ 
- mungsmefler von der Oberfläche würde,. fo kann man 
demohngeachtet diejenige beftimmen, welche Kruͤmmungs⸗ 
meſſer von feiner beliebigen auf der nemlichen Oberflaͤche 
geeichneten Curve feyn wird. Hiezu darf man nur y ale 
Eunftion von x annehmen, wie in den Curven von daps 
pelter Krümmung, und in diefer Hppothefe, die Erſten 
ind Zweytengleichungen von der Gleichung der Kugel 
(x — a + vb’ + GC" dub 
 aehmen. 
Die Erſtegleichung wird ſeyn: 
.x-a+yl(y-b)+r(! + Y)G-ome, 
Inden men z immer als Funktion von x und y anſieht, 
| 5 deren 


106 Anwendung ber Theorie . 


. deren zwey Exftefunftionen z’ und z, find, und nachher 
y als *unftion von x, wovon y’ die Erftefunftion if, 
Man wird auf die emliche Art dieſe zweyte Gleichung 
ı+y”" + y"(r-b)+ (+ y'z) + 
(z" + 2y77’, Ey", + y'z,) (eo ce)‘ =o 
Anden 

Der Srftenaleihung iſt ſchon durch die iwen erh 

ungen von Ne. 151 

x— 44 2(2 eo) =.a, 
„-b+z(z2z—c)=o — 
genuͤge gefchehen. Es bleiht alfo nur noch übrig die 
hergehende Gleihung zu befriedigen, welche wegen 

4 yÄbrza-)=m0 

ſich auf dieſe hier 

Ithyz+ a + ya) + 

(2“ + 2y' 27, + y"z,) (z -c)=0 

redueirt. 

Wenn man alſo in dieſer Gleichung den oben (die am 
gezeigte Nummer) gefundenen Werth yon c. fegt, fa 
Fönnte man daraus den Werth bon d ziehen, und man 
wird daraus haben 

— + y’’+(z' + ya) ])v(t + 2" + 2°) 
" J Fr) + aytzıı + ya — —. 

Kennt man ſolchergeſtalt den Halbmeſſer der Red 
mungs£ugel, fo wird. man durch die Formeln derfelben 
Nummer, die Werthe der Eoordinaten a, b, c, vom Mi. 
telpunkte haben. | 


” 





154. . 

Die Größe y“ welche fih in den vorhergehenden Aut⸗ 
druͤcken einſchleicht, haͤngt von der Curve ab die die Pro⸗ 
jection von dieſer ift, welche man auf die Oberflaͤche ge⸗ 
| zeich⸗ 
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tichnet annimmt. Da diefe Eurve willkuͤhrlich ift, fo 
fann man diejenige fuchen 'in welcher der Halbmeffer d 
dee Krümmung ein Marimum oder ein Minimum 
fon würde; und dieſerwegen, darf man nur die Erfte- 
funktion des Ausdrucks von d, Null gleich fegen indem 
man fie als Funktion von y‘ anfieht (Mr. 133). Um 
aber den Calcul zu vereinfachen, wollen wir bemerfen 
daß, da 
z d=(z —c)vV(ı+ 2” + 2*) 

ſt, das Marimum oder das Minimum von d in 
Beziehung auf y’, dem Marimum ode Minimum 
sun ce entfpriht; es darf alſo nur die Erftegleihung von 
er obigen Gleichung zwiſchen c und y’ genommen wers 
ven, indem man die Erftefunftion von c Null annimmt, 
». 5. indem man ploß y’ als verändertih anfieht. Auf 
biete Art wird man die — 

y' +.2,(2! 4 y2)+ (2/, + yzı) (z—ı)J=e 
gaben, die, wenn fie mit der neinlichen Steigung < com; 
Biniet wird, y und c zu beftimmen dient. 

Wenn man diefe Gleichung durch y’ moltidlieirt und 
von der in Rede ſtehenden Gleichung abzieht, fo, wird, 
“man folgende weit einfachere 

I+z’+y.z,+(e + y' 7) (2 — c) so, 
haben, welche man mit der Vorhergehenden combiniren 
wird. 

Durch die Eliminirung von z — ıc wird man eine 
Gleichung in y’ von diefer Form 

A” — B—c=o 
haben, wo um abzufärzen, | 
A=(t+ 2, )z,‘ — = z, 2, 
=(1 + 2”), —(1ı+ 2”) 2% 
C= (1 tr .")z, — z’ 2, 2; 
| if 
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iR, “ Aufloͤſung von dieſer Gleichung wird 1 
| yo = vB Ha rc) — 
aA, 
geben, welches eine Gleichung der erſten Ordnung in x, 
yun ft, weil z durch die Natur der Dberfläge ei 
ne g .„. ne Sunftion von -x und y ift, fo werden die 
Groͤ A, B, C aud) gegebene Funktionen von x.und y, 
ſeyn. De defprünglihe Gleichung in x und y wird alfa, 
eine willkuͤhrliche beitändige Größe enthalten, und eine 
unendliche Menge von Curven vorftellen, welche die P a 
jectionen der Linie von der größten und von der Fleinfte 
Krümmung der vorgegebenen Oberfläche ſeyn werden. . 
Wenn man die obigen zwey Gleihungen fo mit eine 
ander fombinirt daß die Glieder we y' und z—o id \ 
zuſammen befinden verſchwinden, fo zieht man daraus J. 
(T + z2"”)z. — zz 2°, — Ayl 
en m m ——— — — . 
ur — a zu ) 

Wenn man alfa den Werth von y’ ſub ſtituirt und 

überdem nody 
E< (1 +") Ci + 2’) +2 nl 
macht, fo wird man haben 
‚E&vtiB’ +4HAC) 

Zul —— nn, 

a2. 2, — 2) 
und daraus , 

i- [Et VB? HAAN] VI + 3" +2N 4 
(2 2, — a’) 
woraus man fieht, daß die beyden Wurzelwerthe, die & 
ne das Marimum, und die andere das Ninimup, 
des Halbmeflers d giebt. 

Es giebt alfo zu jedem. Punkte der Dberfläche,, zwey 
Zweige, die ſich ſchneiden, und wovon der eine, einer — 
Linie dee größten, und der andere einer Linie der Fleins 4 

| | i ſten 
















2 
’ 
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kruͤimmmung entfpricht; und. der Winfel unter welchem 
9 ſchneiden, hängt, von den doppelten Werth der 
e y’ ab, die gleich der Tangente ded Winkels ift, 
er Durch die Tangente der Projectionscurve auf die 
der x und y mit der firen Axe dee x gebildet 
Da nun die Lage diefer Ebene willführfich ift, fo 
man fie fo nehmen, daß fie fi) mit der Berühr 
ebene der Oberfläche gänzlich deckt, alsdann wird die 
ctionscurve mit der Curve felbft zufammenfallen, und 
‚ey Werthe von y’ werden die Tangenten der Winkel 
? Die Tangenten der bepden Zweige der größten und 
leinſten Krümmung mit einer und derfelben Linie md« 
Folglich ift der geſuchte Winfel unter welchen 
d ieſe Zweige ſhaeiden, die Differenz diefer Wine 
Alfo, wenn man a und ß.die zwey Werthe von y’ 
‚ fo wird die Tangente diefes Winfeld, durch die 
nten Formeln feyn wm 
“—h _YiB’+4AC) 
ı+ “s a Ve 
; aber leicht durch die Kormeln von Ne. 148 zu fes 
dag um daf die Berührungsebene einer Oberflaͤche 
er Ebene der x und y ſich gänzlich dede, fo müflen 
3erthe von z’ und z, Nullen ſeyn. Macht man als 
den Ausdrüden von A, B,C, 2 0, 2, = o, ſo 
man haben | 
An 2',, Bm zu — z", C=7',, 
5 A— Ca= o giebt. Alſo, die Tangente des Bins 
povon die Rede ift wird unendlih ſeyn, und folgs 
er Winkel ein Rechter. Woraus man allgemein 
en muß, daß die Linien der größten und Fleinften 
mung einer beliebigen Oberfläche ſich immer unter 
rechtem Winkel ſchneiden. 
155. 
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155. 

Die Eigenſchaft des Marimum und des Minimum 

iſt nicht die einzige welche diefe Linien. caracterifiren, fi 
find noch in Anfehung ihrer Evoluten ausgezeichnet. A 
der That, wenn man die nöthigen Bedingungen ſucht 
damit der Kruͤmmungshalbmeſſer überall Tangente dep 
Mittelpunftscurde fe), fo wird man durch aönliche Sn 
trachtungen als in Mr. 142, wenn man fie bey den 9 
druͤcken der Coordinaten a. b, c diefer Curve (Nr. 151] 
anmendet, finden, daß bieſe Bedingungen ſich ſoweit rd 
dueiren als die Werthe der Erſtenfunktionen a‘, b’, c‘ die 
nemlichen find, es ſey daß, die Größe d alfein verändeg 
lich ift, oder daß die Größen x, y, z zugleicher Zeit wi 
d variiren 

















8 un 
=. ._—— * —e 


X 


Alſo, wenn man die Erſtengleichungen der dre 


Gleichungen — 
(G — a)* 4 (y — 6b) 4 (2 — Va d, 
x— a +zlız=c)=o, 


y — b — 2,(2 — ) * 6, 

aus Nr. 151 nimmt, ‚wobon die Werthe a, b, c abhön 
gen, fo muͤßte derjenige Theil welcher der einzigen Bas 
riürung von x, y, z angehört Null fepn. Es iſt aber fihtef: 

bar daß die zweyte und dritte Gleichung diefen Theil i 
der Erftengleihung der erften Gleichung zu Null mat 
es wird alfo gnuͤgen die erften Gleichungen der Gleichus C 
1 u j | 41 
x — à + z/(2 —-c) = 4 
233 | 
zu nehmen, indem man b und c als beftändig anſiehl. Ar 
Dieſe Gleichungen werden alſo, indem man wie ober: 
(Rt 






N 


! 
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Ne. 153) y als Funktion von x und z als Funktion ven 
: und y anfieht, feyn . 
+ 2" + yo, + ("4 yYz)lz—c)=o, 
2,2 +yı2'’+ (.,+ yzm,)(2—c)=0 
ind wenn man fie mit den benden Gleidhungen aus Nr. 
1547 Die das Marimum und das Minimum von d 
heſtimmen, vergleicht, fo fieht man daß fie identifch die 
newilichen find. Hieraus folgt daß die Linien nach mel 
hen der Kruͤmmungshalbmeſſer Tangente der Mittelpunftss 
Eure ſeyn wird, die nemlihen find, ale die von der 
größten und Eleinften Krümmung. 

Aber die Ausdrüde von a, b, c Aus Me. 151 geben, 
indem man nur d vatfiten fAft: 


’z 
Yıı + 2? + + 2, + 77)’ 
a. Yırız? +32?) 
5 c m a d’- . . 


— 
raus man zieht 
a 4 b4 cet=d?, 









d folglich. 
“=Y(a” + b° + 0); 
Hieraus wird man fehlieflen (Me. 144) dab die Grös 
d den Bogen der Eurve don welchem a, b, c die Coor⸗ 
naten find, gleich feyn wird. 
Diefe Eurve wied alſo die wahre Evolute der Linie 
n der geöhten und Pleiniten Krümmung feyn, und ums 
WBefehrt koͤnnen nur diefe Linien auf einer beliebigen Ober⸗ 
flache eine Evolute durch die Kruͤmmungshalbmeſſer bilden. 
Dieeſe Eigenſchaften der Oberflaͤchen find ſehr merck⸗ 
Würdig ‚ und verdienen die ganze Aufmerkfamkfeit der , 
/ Geo: 





unter fi eine beftimmte Beziehung hätten, fo müßte mad 
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Geometer; fie geben uͤberdem Gelegenheit zu wichtigen 
| Anwendungen für die Künfte. Man ſehe die duch Mons 
ge der Akademie der Wiſſenſchaften überceichten Memo t 
ven: über die Anwendung der Analyſis auf dich 
Erzeugung der frummen Oberflächen 


u ) 156. 


Man kann über die verfchiedenen Berührungen dei 
Dherflächen analoge Probleme mie die welche ung bischen 
in Beziehung auf. Curven (Nr. 122 u. f.) befchäftiget. haß 
ben vorgeben, und fie durch ähnliche Principien auflöfenii 
Wir begnügen uns hier die Berährungen der erften Ords 
nung zu betrachten. 3 

Den Formeln von Nr. 150 zufolge, wenn die Steig u 

FCp, q. 5) 0, 4 

der gegebenen Dberflähe, drey millführliche SeRäni i 
- Größen a, b, c enthält, damit dieſe Öberfläche eine Be 
rührung der erften Drdnung mit einer beliebigen Oben 
fläche, welche auf die Eoordinaten x, y, z bezogen ift hat 
be, fo muß man a, b, cinx, y, z durch die drey Gle 
dungen | 
F(xs,yz2)=o, 
Fli,y,z)==o, 
F(s,yz)=o, 

beftimmen, wovon die zwey letzten fich auf die Form 
F(x) Fe’ F(I) 0, 

und F(y) + z, Fix) =v 

reduciren. 
Wenn alſo die Frage iſt, diejenige Oberflaͤche su Me 
‚den für welche die drey Elemente a, b, c ‚ber Beruͤhrnt 


in die Gleigung welche dieſe Beriehung ausdruͤckt, die 
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Berthe von a, b, &; fuhftitufren, , und wenn dieſe Stel 
bung zwiſchen den Größen a, b, e und xy, 2 if, td | 
bird man eine Gleichung der erften Ordnung in x, y, =, 
“ und x, haben, welche man durch die allgemeine- Mes 
hode von Mr. 104 behandeln Fännte, | 
Wenn aber die Gleichung von welcher bie Rede # 
Aue zwifchen den drey Groͤßen a, b, e wäre, fo wärde 
bie Aufloͤſung des Problems weit einfacher fepn. In bee 
khat, es iſt klar daß man alsdann annehmen kann die 
Broͤßen a, b, c ſeyn beſtaͤndig; und in dieſem Falle wird 
bie Gleichung 
KMRx, y, 2) 2æ0 u 
die urfprängliche Bleihung bon der Gleichung der erften 
Ordnung, welche durch bie Bedingungen des Problems 
gegeben if, indem man für eine der drey beftändigen . 
Mrögen a, b, e ihren aus ber gegebenen Gleichung gezos 
jenen Werth feßt. Man wird alfo eine urfprüngliche 
bung haben, welche nur particulät wäre Da fie 
Äiser zwey millführliche beftändige Größen enthäft, 16 
nte man, durch die Methode von Nr! 95, die allge⸗ 
ine Gleichung finden welche bie vollſtandige Aufldfung | 
) Kt Problems geben wird, 
Dieſer Methode zu folge, macht man alle b== 4a, 
Kan a und b die zwey willführliche befländige Größen: 
d; man eliminirt a vermittelft der Gleichung | 
: Roay2)=o 
Id durch ihre Erſtealeichung, m Beziehung auf die ein? 
ae Größe a genommen, eine Gleichung welche durch 
Pla) + ga F(b)=o 
rgeſtellt it, indem man durch Fi(a) mid *6(6) die 
enfunftionen von 









\ | Kx,y 2) | 
A. Thel. d | in 


#2 
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in Beziehung des iſolirten veränderlichen Groͤlen a und b 
dezeichnet. 
157. 
Um zu ſehen wie das Syſtem von dieſen zwey Gleis | 
ungen dem Problem genügt, fo wird man ſogleich be 
obachten daß die Gleichung 
ICx, y, 2 2) = 6 
die gegebene Curde boritellt mit meldet Die vorgegebeuk 
eine Berührung: der erften Drdnung haben fol. Diek 
Gleichung lößt alfo das Problem, welches auch‘ imme 
die willführlichen beftändigen Größen a und b ſeyn mis 
gen. Da aber die duch das Problem verlangte Veruͤh⸗ 
tung, nur erfordert daß die Werthe von = und von if 
ren zwey Erftenfunftionen 2° und 2, die nemlichen für die 
zwey Eurven ſeyn, fo folgt daraus daß fie ebenfalls fat, 
bat, wenn man a und bveränderlid annimmt, wenn n 
Diefe Erftenfunftionen noch die nemlichen ſeyen. Diefes if, 
nun dasjenige welches genau aus den Syſteme der bepde; 
in Rede fiehenden Gleichungen hervorgeht, wie ' 
fi davon durch Nr. 95 Überzeugen fann. 
Wir bemerken ferner daft die durch das Soſtem dies, 
fer Gleichungen vorgeftellte Dberfläche, nichts anders ſeyn J 
wird als die Oberfläche weiche durch die. continuicli 
Durchſchneidung der durch die nemliche Gleichung 
EKxnyı)=o 
vorgeſtellten Oberflaͤchen, wenn man darin den Par⸗ 
meter a dariiren läßt, gebildet wird; dergeftalt daß di 
Dberfläche alle diefe verfchiedene particulaire Oberflaͤchen 
zugleich berührt oder enveloppitt. 
In der That, wenn man, welches erlaubt iſt di 
enveloppirende Oberflaͤche, durch die Gleichung 
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Ax,y,s)=o 


vorktelit, in welcher a eine beliebige secänderlice Bröhe 


fey, und man diefe Größe zu beſtimmen fuche, derge⸗ 
ſtalt daß die nemliche Oberfläche fucceffiv alle gegebene 
Oberflächen berührt, fo müßte man ber Gleichung 
Fa) tYa. P(b) wo 
genäge feiften damit die Werthe von =’ und z, Diefetden 
fepen, als die der enveloppirenden Oberflächen. Diefes 
entfpricht demjenigen was man oben (Mr. 126) in Bu 
siehung auf krumme Linien gefunden hat. 


158. 


Weil die Gleichung | 
Fox, y 2) 0 ' 


die drey willkuͤhrlichen Groͤßen a, b, e enthält, welche durch 


r 


— NT ent 


de Combination diefer Gleichung mit ihren zwey Erſten⸗ 
gleihungen in Beziehung auf x und y genommen indem 
‚Wan a, b, e als beftändige Größen anfieht (Mr. 256); 
Wenn man jegt diefe Größen als Kunftionen von x und 
y anfieht, :fo ift Flar daß man auch die zweyh Erftengleis 


‚ungen von der nemlichen Gleichung in Beziehung diefer 


Bebgen feparat haben wird. Alfo, wenn man durch 
F(a), P(b), F(c) 
die Erſtenfunktionen von der Funktion x, y, 2) in Bes. 


ziehung det einzigen Größen a, b, c feparirt betrachtet, 
‚anzeigt, fo witd man noch folgende zwey Eeſtegleichun⸗ 
gen haben 


# Fa) p bi Fb) pe Fle)=o, 
., Pla) +b,Flb) e, PFı)=6 
Es fey ce = flä, b) die Gleichung welche die gege⸗ 
bene Beziehung zwiſchen den Größen a; b, c, auedruͤckt, 
Da wenn 
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wenn man ebenfalld die zwey Qefegleigungen nimmst, ip 
Bat man = 
«m afl(a) + bi f'Cb), 
c,=4/f'(a) +b,f(b): | 
wo f’(a) und /’Cb) die zwey Erftefunftionen von f(a,b) 
„in Beziehung auf a und b ifolict find. Subftituirt man | 
dieſe Werthe von c! und c, in die zwey vorhergehenden 
Glelchungen ‚ fo wird man. haben 
ala) + fa). Fle)] + 
b’[Plb) Fb. Fleo)] = o 
' ala) +fKa). FI) + 
b,[LPCb) + fb) Fle)])= © 
woraus man dieſe Gleichung 
| !b,.— ba,mo 
giebt , 180 die durch die Caracteriſtik angezeigte Zunktion | 
nicht mehr hineinkommt. 
Wenn man alſo in dieſer Gleichung 
a“ b, — b a, 0 
die Werthe von a, b in x, y, z, 2’ und z, fubftituirt, fo 
wird man eine Gleichung der zweyten Ordnung haben, 
von welcher die urfprängliche Gleichung der erſten Ord⸗ 
"nung feyn wird ce = fca, b, wo die durch / angezeigte 
Funktion willkuͤhrlich ift; und die urfprüngliche Gleichung. 
von diefer Hier zwifchen x, y, z, wird das Spitem der T 
GBleichung 





ade 


FCx, Y; z)= 0 
ten, und von ihrer erften Gleichung in Beriehung auf a 
genommen, nachdem man darin fla, b) für ce, und pa 
für b gefeßt hat, wo 9a die zweyte willkuhrliche Funk⸗ 
tion iſt. 
| Man könnte alfo auf diefe Art, die urſpruͤnglihh 
Gleichung einer jeden Gleichung des zweyten Ordnung | 
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finden, wenn fie ih auf die Form 


ab—ba,=o 

bringen läßt, wo die Größen a, b von einer beliebigen 
Gleichung 
MNx, y, 2, a, b, 8) no 

zwiſchen den Größen x, y, z, a, b, c, und von ihre zwey 
Eritengleihungen in der Hypotheſe von a, b, e als bes 
Fändige Größen genommen, abgeleitet find; welches eine 
für Die Fortſchritte der umgekehrten Analyſis der Funke: 
tionen von zmep verändetlihen Größen wichtige Methode 
an die Hand giebt. 


59. 
Wir wollen die vorhergehende Theorie auf bie Ber. 
‚tährungsebenen anwenden. Wir haben weiter oben ger 
‚fmten, daß die Elemente a, b, c der Berühtung -einer 
tu die Gleichung 
r=a+rbp+reg ur 1 
k iergefteflten Ebene alfo ausgedruͤckt find; 
a — 2 — xl — yz, 
hzı', c=z,. 
Hat man alfa eine beliebige Gleichung zwiſchen dieſen 
drey Groͤßen welche z. B. 
am f (a, b) 
giebt, wird bie uefprängfice Gleichung dieſer Gleis 
bung . erften Ordnung durch das Syſtem von diefen. 
wey Sleicunsen 
=zaırxıar fa ea). 
ı +xg4a+yfla) ro 
orgeſtellt werden, wenn man durch Ha und flaY die 
Befenfunftionen von ga und von fla, va) in Beziehung! 
uf a. bezeichnet. - Bie Größe a follte eliminirt werden/ 
um 


r 
R 
» 
! 


Sn 


” . 
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um eine Gleichung in x, y, 2, zu Haben; und die Funk⸗ 
tion ga wird, die willkuͤhrliche Funktion feyn. 
Dieſe Gleichung wird alfo die ven der durch die cons 
tinuirlichen Durchſchnitte aller durch die Gleichung 
22a x4a + yfla 9) 
vorgeſtellten Ebenen, gebildeten Oberflaͤche ſeyn, wenn 
man den Parameter a (Nr. 157) fuceeſſive variiren laͤßt. 
Diefe wird folglich eine abwickekungsfaͤhige Oberflaͤche 
fon, weit man begreifen Eann daß die nemliche Berüh: 
sungsebene, melde biegfam und unausdehnbar angenom⸗ 
men iſt, ſich auf die Oberflaͤche ohne Verdoppelungen und 
ohne Aufhebung der Stetigfeit appficiren uud biegen fäht - 
und umgekehrt daß die Dberflähe ſich auf die nemlicht 
Ebene ehne Brüche und ohne vr zu falten appliciten um: 
abwickeln laͤßt. 
Weil a3 2 m IH ya, ' 
und be 2, 
R wird mar 
mm mt m a, 
=, “Yan 
b 2 
az 
haben, daher die Gleichung 
u a“ b, — a, bad 
C(der vorhergehenden Rummer) 
werden wird | Ä u 
(xS“ 2 172) U Eu. 8 E22 DE ET ze 
‚ nemlich, 





a 

Dieſeb wird die allgemeine Gleichung der Abwiceluran 

kahigen Oberflaͤchen ſeyn, deren urſpruͤngliche Sleichung 
tetglig, bag Syſem von dieſen beyden i 


vi 
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a szarıdıryfa' 
und ı$xgaryfaımo 
ſeyn wird, wo da und fa zwey mwillführliche Sunftionen 
‚von a bezeichnen. Man. (ehe die bereits angeführten. Were 
fe (Nr. 155% 


260, 


Wenn man die größten oder die Feinften Ordinaten 
x einer gegebenen Oberfläche verfangt, fo ift e# leicht zu 
heareiffen daß fie rur den Punkten entfpreden koͤnnen, 
wo die Berührungsebene der Ebene von x und y parallel 
wird. Man wird alıo :n dieten Punkten haben 
| tge mo 


und folglich 2° +2 = o Mr. 18). 


welches nur ftatt haben fann, wenn man zugleih eo 
"md z, = o macht. Diefes find die nöthigen Bedinguns 


gen damit die Drdingte z. ein Margimum oder ein Mi⸗ 


nimum werde. 


Da z eine beliebige Funktion von x und y vorſtellen 
Tann, fo wird man daraus allgemein ſchlieſſen, damit eis 
ne Zunftion von zwey veränderlihen Größen ein Mari⸗ 
mum. oder Minimpm werde, fo müflen ihre zwey Er⸗ 
fiefunftionen in, Beriehung jeder diefer beränderfichen Oroͤ⸗ 
fen Null fm 

Aber man Fann directe zu: dieſer Schlußfolge durch 
die Betrachtungen der Funktionen von einer einzigen ver⸗ 


anderlichen Größe, nach der Theorie von Nr. 132 gelan⸗ 


ge, und zu gleicher Zeit die nöthigen Bedingungen fins 
den damit daß Marimum oder Minimum flatt Habe 
In der That, wenn z eine Funktion von = ,und'y ift 
fe kann man x zuerſt als gegeben anſehen, und das 

84 Maris 


-. ur ri 5 


m. ... Anwendung ber Tehorie _ 
Marimum oder, Minimum von z in Beziehung auf 
y ſuchen. Man wird hiezu die Gleihung haben | 
um und nachher für dag Marimumz,< ao, 
and. Ey > a für dag Minimum, Wenn man alfo in 
x den für'y’ du der Gleihung z; = a gejogenen Werth 
fest, fo wird diefe Größe z eine einfache Funktion von 
x, und mird fihon ein Marimum oder Minimum in 
Beziehung auf.y ſeyn. Main. darf fie alfo nur nochmal 
— oder Minimum in Beziehung auf die 
roͤße x machen welche beſtaͤndig angenommen mar; da 
* jetzt als eine von x durch die Gleichung 2. == gegeꝛ 
tene Funktion, angefehen werden ſoll, ſo iſt klar daß bie 
eſtefunktion von = in Beziehung auf x nicht bloß — 
fondern 5 
| + 
fegn wird, und ihre Zweytefunktionen auch in Serehung | 
auf x, wird ſeyn 
—8 ya + — —J 
Inden man immer duch y‘ und y”, Die Erſten und . 
Zwentenfunftionen von y in Beziehung auf; x anzeigt 
u Wan wird alſe haben 
ya mo Ä 
And’ da man ſchon 2, == a hat, ſo redueirt ſich dieſe ze 
te Gleichung aufm 0 dergeſtalt daß man fuͤr die 
Beftimmung von x und 7, die zweh Vedingungen ma 
0 wie weiter oben hat, 
Jetzt muͤſte man ferner nch re 
| ih ry7, + rY2, ya, <o 
hi das Marimum.und > o für das Minimum fa 
‚beni, Aher da y. dur die Gleichung ', = a, beftinmt 
* iu ſe wird s r durch feine Eregfeihung 
"+ va mr. | 


w-. 


ls 
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| 
(de y — z aiebt. | u‘ 
’ 
Man hat alfo für das Marimum 
gl! x 0. 


1 


zer, weil iin erſten Falle 2, auch < o, und im nwey⸗ 
n Kalle > 0 ſeyn foll, fo muR man ſowohl für das 
Rarimum als für das Marimum haben, 

| 2“ 2, — 2, 2 0. 

Hieraus kann man ſchlieſſen dag die aus den Bier 
Jungen ze == o und z, = a gezogene Werthe von « 
nd y, en Marimum oder ein Minimum geben wärs 
en, je nachdem man 2,, < oder > 0 haben twird , wenn 
tan nur zugleicher Zeit 

2, zit >o 
af, welches, wie man fieht, die Bedingung mit —V 
ingt (emporte), daß zu und 2, don einerlen Reihen 
yon 

Alle, wenn — 
| Zt oder < 0 if, 
wird weder ein Marimum noh Minimum. fun, 
enn nicht auch die Deittenfunftionen verfchwinden, in 
elchem Falle das Urtheil von den Viertenfunktionen ab⸗ 
angen wird, u. ſ. w. | 
Ei alſo für die Exiſtenz dei Marimum und 
Rinimum nit hinlaͤnglich, daß, man a 4.0 oder 
„<a gdera > a und z, >e babe, wie man aus 
em XI Kapitel des zweyten Theile dee Euterte en Difs 
mentialrechaunt ſchlieſſen könnte. 

8 & iti. 
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161. 


Es ift leicht die vorhergehende Methode auf Funk⸗ 
tionen von drey veraͤnderlichen Groͤßen anzuwenden. An⸗ 


genommen u ſey eine Funktion dee. drey veraͤnderlichen 


Größen x, y, z; wenn man nun x und y juerft als bo⸗ 


ſtaͤndig, und z allein als veraͤnderlich anſieht, fo hat man 
.. nach der bereits angenommenen Bejeihnung (Mr. 163) 
ya == 0 für die Bedingung des Marinrum. oder Wir 
nimum, und nachher „u < o für dad Mapimum 


und „u > o für dad Minimum. Die Gleichung u=e 
wird den Werth van z in x und y geben, welchen man ! 


in die Funktion u ſubſtituirt oder fubkituirt denkt, da 


und y enthalt, fo kommt fie duch jene Subftitutionen ig 
den Fall, welchen mir fo eben aufgelößt haben, zurüc, 

Um allgemeine Sormeln gu confteuiren, muß man ber 
merken, daß, wenn u nur Ene Zunftion von x und y 
wäre, fo hätte man für das Marimum und Minis 
Hrum die Bedingungen y == o und u = a; nachher 
für das Marimum u, < o und für dag Minimum 
u, > o, und endlih u’ u — u > a für beyde Faͤl 
. Ä | 


Weit aber u üderdem noch a enthält, weiche felff 
eine Funktion von x und y ift, fo werden die Werthe 
der durch u‘, u,, wi, u. f. w. angezeigten Funktionen, 
bloß durch diefe Größen ausgedrüct ſeyn, mar mus aber 
die Glieder welche von der Größe 3 als, Zunftion von x 
und y betrachtet herkommen follen, hinzufeßen. Alſo, 
wenn man die Erſten und Zweytenfunktionen von u nimmt, 
fo wird man finden deß die Größe w wich 

a AP 


- Diele Funktion nur noch die zwey veränderlihen Größenx - 


dab 
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daß die Größe u, wird 


1 


wy + ,u2, 
daß die Größe u’ wird 
uU 22 uzi + ‚u! + „ut, 
daß die Größe u,, wird 
vet 202 + uzu „ums 
und daß die Größe uw‘, wird 
u,+ „u,⁊ + wu, + m, + „uf. 


Mithin hat man fogleich für dad Mapimum oder Mie 


nimum, die zwey Bedingungen 


V+ u’ =o, 
u, + ‚us, == 0;' 


:. daher hat man wegen ‚u = o diefe drey Gleichungen 


V“=o0o,uw=oun u=o; 


d 5. die drey Erftenfunftionen von u in Beziehung auf 


57 2, jede gleich Null, 


Zerner, ‚wegen = 0 wird man behen 
yw+ 2,02, + wu” <a 


fr. das Marimum und „a für dog Minimum, und 


für eing und das andere, 
+ a +) + a he 
Dt a zZ, Fr onuzla,)”. 


. Da abes der Werth von z in x und y bon der Gleichung 


“ ⸗ 
ar 


daraus zieht man 


am o abhängt; fo wird man ihre beyden Crftengleis: 
Hungen nad x und y nehmen, um die Werthe von =‘ 
nd non =, au haben; Man wird alfa haben 


ur P Ki = 9 


e 


24 | Anwendung ber Theorie 


Man wird alfo diefe Werthe ſubſtituiren, und da 


man ſchon „u < o für dad Marimum und >o fuͤr 
das Minimum gefunden hat, fo wird man, wenn man 


dig. erfte Bedingung durch „u multipfieist eine Größe has : 
ben., welche immer >o ſeyn follte. Daher reduciren ſich 


— — ... 


die Bedingungen fuͤr das Marimum oder Minimum. 


auf folgende drey 


„a<o für dad Marimum und >o für das Minis 


mum, 
Us ut 0, und 


ad a 


Cu u“ — m?) (u un. — u, 2) > („u u, _ u‘ u)" F | 


Man fieht aus dem Gange diefer Methode, wie folhe - 


‚» 


ſich auf eine größere Anzahl von veränderlichen Größen er: 
firecten kann, und Eann daraus fogleich allgemein fchliefe 
fen, daß man die Gleichungen vom Mapimum oder Mis 


nimum einer beliebigen Funktion von mehreen veränderlis 
hen Größen haben wird, wenn man die Erftenfunftienen J 


von dieſer Funktion, in Beziehung auf jede diefer ver! 


Anderlihen Größen genommen, gleich Null fest; meh f 


> Geb eben fo viele Gleichungen als veränderkiche Größen 


geben wird. Was die andern zur Exiſtenz des Marit | 
mums oder Minimums nöthigen Bedingungen bes 


teift, fo wird man fie fucceffive durch die ehem dargelegten 
Principien und Formeln finden 


oo. 162. 2 


Um von der Methode des Marimum und Minimum | 


ein Veyſpiet zu geben, ſo wollen wir annehmen man ver: 


t 
—RP 





u | lange 
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lange die Fürzefte Entfernung zwiſchen zwey im Raume der 
age nach gegebenen geraden Linien. Sur eine diefer gras 
ben Linien fey x .die Aofeifle fo werden die zwey Drdinaten 
don diefer Form 
a+bx und c + dx 
ſeyn; Es fen gleichfalls für die andere grade Pinie y die 
Abſeiſſe auf der nemlichen Are genommen; die auf der 
nemlichen Are als jene der Erften graden Linfen bejogenea 
Drdinaten werden: von diefer Form 
A+By, und 4 Dy 
ſeyn daher, das Quadrat der Entfernung zwiſchen den 
beyden Punkten die den Abſciſſen x und entſprechen, durch 
dieſe Formel 
(a-y®’+(a—A+br— By)* +(e—C+dx—Dy)® 
ausgedrückt feyn wird, welche wir mehrerer Einfachheit 
adegen gleich 22 ſetzen. 
Indem man die abgeleiteten Funktionen nimmt, ſo 
pin m man haben 
= (x—y)+b(a—Atbr —By)tdlc—ct dx—Dy), 
2, m—(x—y)—Bla-Atrbx—By)—De—-Ctdı—Dy), 
start bb? rd, 
a mı tr B' + D®, 
Ä = —-1—-bB—dD, 
Mithin, wird man 1. für die Beftimmung der zwey 
unbekannten Größen x und y die Gleichungen 
x—ytb(a—Atbe - By) * 
dCe — C dx —- Dpy) 20, 
X—7 B(a — Abx —By)t 
De-cti—D=e 
Baden. 


II. Beil der Werth mon 2’ nothwendig poſitiv iſt, 
ſo kann nur ein Minimum ſtatt haben, aber man muß 
ber 


— — 


326. Umwenbung ber Theorie 


uͤberdem noch die Bedingung Bu 
7, 2.> 0 













Haben; nemlich 
G+b+4) (r FB+D9) — (itbB+ an >. & 
dieß hat aber flatt, welches auch immer die Werthe von 
b, d, B, D fenn mögen; denn die gegenwärtige Bedingung 
kann unter diefe Zorm 
6 -B7 (d — D) (bD - aB) a 
geſetzt werden. 
Da die Gleichungen zwiſchen x und y lineariſch fi nd 
fo hat die Beftimmung dieſer Größen gar Feine Schwie 
ridkeit; wir werden uns dabey nicht aufhalten, um fh 
"mehr da diefes Problem einer fehr eleganten geometri⸗ 


ſchen Aufloͤſung fähig iſt. 
163. ur oo 
‚Man Fann noch in der Unterfuhung der Marina 
und Minima der Funktionen von mehreren unbeftimms 
ten Größen, alle vesänderliche Größen auf einmal betrach⸗ 
ten, welches directer und Heller if. Es fey in der 
FCX, yp zu...) die vorgegebene Funktion, wenn mon 
annimmt daß die Größen x, y zu u f m. ſchon be 
für das Mafimum oder Minimum ‚gehbrigen wen 

haͤtten, fo müßte indem man 

oytaetnutsmte u 
an die Stelle von x, y, z, u, m f. w. in die Funktidnen 
von welcher die Rede ift fegen, ihr Werth im Falle det 
. Marimums immer Elciner werden, und in dem Kalk 
» des Minimums immer größer werden, welches auhl- 
‚immer die Werthe von p, g, d, 5, u. fi w. fepn mögen 
und wie immer fie ſeyn mögen, dieß folgt aus der Na- 
Bar des Marimum oder des Minimum ſelbſt (Nrer32x 
Laf 


J 
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Laßt uns die Funktion 
fx te ytyq2tnutrs...) 
nach den Potenzen und Producten der Größen p,.g.r, 5 
w ſ. m. vermittelt den Formeln des allgemeinen Theos 
rems (Nr. 147.) entwiceln, und bey den erfien Gliedern 
dieſer Entwicelung einhalten, 
Wenn man bloß (fo als wir es bisher ausgeübt has 
ben) durch 
f(x), FCV). FI), Fu) u f m. 
die Erftenfunftionen von der Funktion 
finy nu.) . 
h Besiehung anf x,y, 2,u, u. ſ. w. für fi betrachtet ges 
Kommen, anzeigt, und man ferner durch 
IK) Fa Y. For) Fon 
fıyz) f'a) u ſ. w. 
die Zweytenfunktionen von der Funktion 
zH+rp, J Aq, 2 P ar, u Hase.) 
in Beziehung auf x allein auf x und y, auf y allein, auf 
x und 2, auf y und z genommen anzeigt; uf, fo 
Bird man haben 
Satgytg:+tr utrs., 9 
u.. HL UT w. 
I ap) ra) FE Or) tr) 
raef’yd) tn ſ. w. 
Der Eoeffigient A zeigt eine zwifchen o und. ı enthals 


‚gene unbeftimmte Zahl an, der der nemliche in derfelben . ‘ 


Kunftion feyn wird, aber verfcieden in den verföitdenen 
Sunftiönen ſeyn kann. 
Es muß alſo die Groͤße 
ray) + ef!la) +sf'aa) tufm 
I 3 U ALLE Ye ui PA E DEE ET EEE TERN 
lan für das Rinimum pofitio und für das Mapgis 


, mum 


% 


‚r2: ° Finmenbung ber Theorie 
mum negativ feyn, wenn man p, q, © U. ſ. w. befiehle 
ge noch fo Fleine Werthe giebt. Man mird daraus zuerf 
duch ein dem in Nr. 132 analogen Raifonnement folgern, | 
daß diefe Bedingung nicht erfüllt werden Fönnte, wenn 
nicht wenigftens die durch Die erften Potenzen don p, 4 ®. 
u. f. w. multiplicieten Glieder, jedes für es Null fen, 
welches die Gleichungen 

fx) = 0, foy)= = 0, 

fo), fW)moufm Bu 
geben wird, die dem Mapimum und Minimum du 
mein find, und die da fie in der nemlichen Anzahlealt 
die unbeftimmten Groͤßen p, q, r, s, u. few. find, ih 
Werthe zu beſtimmen dienen werden. 


‚164. 


Aber, damit diefe Werthe wirklich ein Nariman 
oder ein Minimum geden, fo müßte noch die übrig | 
bleibende Größe 00, 

pf"a) + pafa, y) + ig) + Ä 
prf"x, 2) + arf!i(y, 2) + ir? — + u.ſw 
immer’ für das Minimum poſitiv und für das Marie 
mum negativ feyn, welches auch immer. die Werthe von 
p. 9: x u. ſ. w. ſeyn mögen, und wie klein fie auch immer 
feyn Eönnten. 
Da die Funktionen 
FON SUR Yu kW 

welche die Quadrate und die Produete der Größen p,qr 
u. fen. multiplieiren, ſelbſt diefe Größen enthalten, ſe 
koͤnnte es ſchwer ſeyn, und vielleicht unmöglich die nöthis 
gen Kennzeichen zu beftimmen, damit die in Redeſtehende 
Bedingung aufs ſtrengſte ſtatt habe; ich bemerfe aber, 
| Hi wenn man = ſetzt, fo werden diefe Fonktionen | 
von 
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on p q, x, u. f. m. unabhängig, und haben beſtimmte 
Berthe; und man findet alddann, wie warn es augenblick⸗ 
ih fehen wird, Bedingungen zwifchen diefen nemlichen 
Bunftionen, welche in nichts anders befiehen als in Uns 
leichheiten zwiſchen den sufammengefegten Groͤßen dieſer 
Funktionen. 

z—. Rimmt man an, daß dieſe Ungleichheiten für befimms 
te Werthe von x, y, z, u, ſ. w. ftatt haben, fo werden fie 
noch ftatt haben für die von jenen ſehr wenig unterſchie⸗ 
denen Werthe 

xtip T aq, 7 PA, u. ſ. w. 
fo lange als die Groͤßen Ap, Ag, Ar, u. fa w., Nicht gewiſſe 
Graͤnzen überfchreiten, die fo wenig ausgedehnt feyn koͤnn⸗ 
ten als man wollte. Within, weil die. für das Marimum 
oder Minimum erforderlihe Bedingung nur für belies 
bige Werthe von p, 9 2, u. ſ. w, fo Plein als man will, 
erfuͤlt zu werden braucht, ſo folgt daraus, daß es genks 
get diefee Bedingung in dent Kalle von A = o zu befrie⸗ 
digen; Folglich koͤnnte man fogleih A= 6 ſetzen, welches 
die Funktionen 
f'o fl'@; y)s $ Kyyuf 
-teducitt, die in obiger Größe übergehen 
pflx) traf y) tr u.few., nichts weiter als 
die Zweytenfunktionen von der gegebenen Funktion 
M. bu...) — 

in Beziehung auf x allein, auf x und ygenemmen uf w. 
feyn. 


165. 


Ulles koͤmmt alſo darauf an, die Bedingungen zu ſin⸗ 
den damit eine Groͤße von dieſer Form 
Apꝰ + Bpg + cꝙ Der + Et P u. ſ. w. 
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Man hat alſo die Gleichung 


- 


in. welcher A, B, C, u. fe w· ‚gegebene Größen find, ı 
p 9 1 u: ſ. w. bezeichnen die undeftimmten Größen, nt 
‚wendig immer pofitiv oder negativ fey, welches auch 
‚mer die Werthe von p, q, r, u. ſ. w, ſeyn mögen. 

. Gefegt, daß fie immer pofitiv fegn follte, fo iſt 
genſcheinlich, daß fuͤr den entgegengeſetzten Fall, es 
»hügte die Coeffizienten A, B, C, u. ſ. w. negativ zu n 
men. Weil diefe Größe niemals negativ. werden Fa 
ſo folgt daraus, daß fie ein pofitives Minimum hal 
muß; und umgekehrt, wenn fie nichts als pofitive Mi 


.ma bat, fo kann fie niemals.negativ werden. Man d 


alſo nur die nöthigen Bedingungen fuchen damit die 
Redeſtehende Größe lauter pofitive Minima habe. 
Dem Geiſte der oben (Nr. 161) auseinandergefeh 
Methode zufolge, nimmt man die Erften und Zweytenfu 


‚tionen von der vorgegebenen Größe in Beziehung eiı 


‚einzigen veränderlihen Größe, mie p, und man fegt | 
Erftefunftion gleich Null, und die Zweytefunftion poftl 
2Ap +BgrFDrt...=o, | 

und die Bedingung A > © 
Man wird den aus der vorhergehenden Gleichu 


gezogenen Werth von p, in die vorgegebene Größe wi 


tuiren, welche daher von dieſer Form wird: 
Lg" a + Pat... 


. " D . 
N — E — — — u. w. i 
watt f. 
„‚Auf chen die Art, wird man die Erſten und Zu 


tenfunftionen non biefer veränderten in Beziehung auf 


= — 
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r einzigen veraͤnderlichen Größe q, und macht man die 
sftefunftion gleich Null, und die Zwegtefunftion poſitiv, 
wird man von neuen die Gleichung haben. 

alga+ MH Ps +... .=o 
ıd die Bedingung L > o. 

Man fuhftituirt eben fo in der vorhergehenden veräns 
rten Gleichung, den Werth von q, welcher aus dieſer 
leichung gezogen iſt; fo wird man die neue transfor⸗ 
iete haben 

Tr Ves XS .... 
welcher die Coefficienten T, V, X... in LM N... 
geben find, wie dieſe es in A, B,C... find; und ver 
Igt man das .nemliche Berfahren, fo wird man die Glei⸗ 
ung 

aIr FVst...=o, 
w die Bedingung T > o haben; u. f. to. 


Jetzt ift es leicht zu fehen, daß wie letzte diefer tranfs 
rmirten Sleichungen, diejenige, welche nur noch eine 
ne einzige von den undeftinimten Größen p,g,r... 
ıthalten wird, und die daher von diefer Form Zs* ſeyn 
ird, felbft das Minimum der vorgegebenen Größe 
yn; woraus folgt, daß die Bedingungen damit diefe 
ſroͤße ein poſitives Minimum habe, feyn tderden 
>o,L>0oT>o...2 >»: und da bie Sieh 
ungen welche die Werthe von p, q r, ...., beſtimmen 
le Liniärifh find, fo wird man daraus fihlieflen daß 
efes Minimum daß einzige feyn wird weiches flatt has 
n fünnte, Folglich ift dag Problem ſtrenge aufgeldgt, 
Es iſt uebrigens Teicht zu fehen, daß durch diefe ver⸗ 
jiederien Ttansformatisnen (Umwandlungen), die vors 
gebene Größe von folgende Form wirds 
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Bg +Dr+.... 
AP + q = + r — — 554 


Me + Pp soo. 
Ka + — Hy 


Sr u f. w, 





Tcr +. 


welche augenfeintic immer pofitiv oder negatio ſeyn 
wird, je nachdem daß die Eoefficienten A, L,T, u. ſ. w. e 
alle zugleich ſeyn werden; und man zugleicher Zeit durch 
die Form, daß die Größen A, L, T, u. ſ. w. Null fen’ 
koͤnnten, wenn fie es nur nicht alle auf einmal find. 

Die Bedingungen, welche wir fo eben gefunden has 
ben, werden alfo diejenigen des Marimume oder Ru 
nimums der Zunktion 

f(x, y. 2, u .... ), 
indem man fuͤr das Minimum 
A), BR, ), 2 * ficy),. ... 

‚und für das Marimum 
A=m— fG),Be—flny,c=— — 
mad. Es ift leicht die Webereinffimmung von diefen Ku - 
ſultaten mit jenen von Str ı6r zu fehen; Aber die vor⸗ 
dhergehende Methode hat den Vorzug ein ſeinfaches Mittel 
"an die Hand zu geben dieſe Reſultate auf eine beliebige F' 
Anzahl von veränderlihen Größen ausdehnen zu koͤnnen 







| 166. | 

Die Bisher Über die Theorie von Marimum und F 
Minimum vorgetragenen Principien, leiten zu diefer 
- allgemeinen Schlußfolae: Wenn man in einer beliebigen 
Tunftion von veränderlihen Größen x, y, z...., an die 
Stelle diefer veränderlichen Größen die Größen x + Pı 
y+9 2+ nn... fegt, und man die Funktion ag 
den Dorenjen und den Producten dieſer Groͤßen p, gr... 
ent 
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ntwickelt, fo werden, die Glieder worin diefe Größen 
ich nur in der erften Dimenfien finden, wenn eine jede 
hr fich gleich Null gefegt wird, Die nöthigen Bleichuns 
en geben damit die vorgegebene Funktion ein Mar i⸗ 
aum oder Minimum werde; nachher wird man die 
ms allen Gliedern zufammengefegte Größe wo p, q, r.... 
wen Dimenfionen bilden betrachten, und es müßte diefe 
Sröße für das Minimum immer pofitiv und für das 
Rarimum immer negativ feyn, welches auch immer die 
Berthe von p, q, r,.... ſeyn koͤnnen. 

Wenn alle dieſe Glieder auf einmal verſchwaͤnden, 
o muͤßten alsdenn für die Criſtenz de Marimums 
der Minimums, alle die Glieder we p, q,r, u. ſ. w. 
ie drey Dimenfionen bilden, auf einmal verfchwinden, 
md die Größe, welche aus Bliedern wo p, gr, . . . bes 
Iehige Werthe haben, u. f. m. Welches, wie man fieht 
km Theorem vnn Me. 132 entfprict. 

Wir haben oben_ein einfaches Mittel gegeben um die 
dingungen zu finden, welche eine Größe von der Form 

u Ap T Bpqa ... 

nmerzpofitio oder negativ macht; man koͤnnte auf eben die - 
et diejenigen fuchen, welche die Größen von der Form 
„+ Bp’ qt... immer pofitio machten; aber die Anwen⸗ 
ing der allgemeinen Methode auf diefen Fall wäre Schwie⸗ 
zkeiten des Calculs unterworfen, welche fie unausführ- 
e machen koͤnnte; und dieſes ift ein Problem der Alge⸗ 
a wovon eine vollſtaͤndige Aufloͤſung zu wuͤnſchen waͤre. 


6 
Wir haben bisher vae aelett, daß die veraͤnderli⸗ 
m Größen, welche in der Funktion hineinkommen, von 
ander unabhaͤngig ſind; wenn aber zwiſchen ihnen eine 
er mehrere Steigungen wären, fo mäfte man anfangen 
33 . vers 
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vermittelſt dieſen Gleichungen, eben fo viel veränderfice 
Groͤßen in der vorgegebenen Funktion zu eliminiren, nach⸗ 
gehends ſuchte man die Bedingungen des Maximums 
oder Minimums in Ruͤckſicht der in der Funktion geblichet 
nen veraͤnderlichen Größen. Dieſes iſt die Methode, wei 
iche fih ganz natürlich, darbietet; man fann fie aber viel 
vereinfachen „ indem man alle veränderliche Größe beybe⸗ 
vi, und die Eliminirung auf die eiggigen Größen p, q, 
zuruͤckbringt. 
An der That, geſetzt man hätte zwiſchen den verdͤu⸗ 
derlichen Groͤßen x, y, z u. ſ. w. Die Gleichung 
9CK, Y.Xo+ı) 05 
De diefe Gleichung für jeden Werth von x, y, 2... 
hart haben foll, fo wird fie auch ftatt Haben, wenn Bun. 
xt tg z tırce. - 
an die Stelle von x, ys 2, «+ » feßt; folglich wird man 
durch eine aͤhnliche Entwickelung alt Nr. 163. die Sl 
Hung Ä . 
PETE) Fee) rs. 

+ pe’) tr peu y) tag’ ey) + ..,z=a 
baden, woraus man dem Werth von in einer Reihe ziee 
ben. fönnte, twelden man in die Entwidelung der Funk 
tion die ein Marimum odet ein Minimum feyn fol, p 
fubftituiets oder welches gleichviel ik, man fett zu dieſer Ente 
- widelung bloß die Größe die die erfte Seite der vorher⸗ 
gehenden Gleihung ausmacht, welche durch eine Beliebige 
unbeſtimmte Größe multiplicirt wird, die feier von die 
Form 

atber eg Fde.ee 

Fi? tm Fıcc 
feyn kann, wo.die Goefficienten , her. uubekinmt 
ſeyn fingen, und man wird alle Glieder, veelche die Arkı 
| Ä | | ft 





auf die Geometrie und Mechanik. 135 


Be p enthalten gleich Null fegen, welches dazu dient die: 
unbefannten Größen a, bc... . zu beflimmen, ° = 

Da die Bleihungen dee Marimum oder Minis 
mum aus der Verfchwindung der Glieder, wo die Grds 
ben p, q, nr... „ nur von der erften Dimenſion find, ents 
ſtehen, fo iſt es hinlänglich jedes diefer Glieder gleich Null 
u ſetzen, welches auf der Stelle die Gleichungen 

Fix) rar) = 

Fr) =oa. 

FÜ) + afla)= 0, re 

uf m = 

geben wird, weiche man nachhen durd die Eliminirung ' 
der unbefannten Größe a auf eine weniger bringt, Im: 
Rödficht der Glieder, wo die Größen p, g 1“. + zwey 
. Dimenfionen machen, wird man, durch die. pben vorge⸗ 
ttagenen Methoden, die Bedingungen beftiimmen, melde 
zwiſchen den Coeffisienten diefer Glieder ftatt Haben follen,.. 
md mar wird vermittelft der willfüßrlichen Größen b, c, 
. diefe Bedingungen auf. die ollgemeinfte Art zu 
—* fuchen. 

Wir zeigen hier dieſe Verfahrungtarten davon die 
Anwendung leicht: if, nur an; aber man kann folche auf 
dieſes allgemeine Prinzip zuruͤckfuͤhren: Wenn eine Funk⸗ 
tiog von mehreren veränderlien Größen ein Mari mum 
der Minimum feyn foll, und zwiſchen diefen veraͤnder⸗ 
lichen Größen eine oder. mehrere Gleichungen vorhanden 
find, ſo ift es Hinlänglich zu. Der vorgegebenen Funktion 
diejenigen Funktionen Binzugufegen, welche Null. ſeyn fols 
len, jede durch eine unbeflimmte Größe multiplicirt, und 
Sacher das Nagimum-oder Minimum zu fuchen, 
fo al6 wenn die veränderlichen Groͤßen unabhängig wäz 
ven; bie Bleihungen welche, man. mit den.gegebenen Glei⸗ 
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chungen combinirt finden wird, werden dienen alle unbe⸗ 
kannte Groͤßen zu beſtimmen. 


F 168. 


Man kann, durch die nemlichen Principien die Fraz 

gen aufloͤſen, wo es darauf ankoͤmmt die Curven zu fins 
den die in jeden ihrer Punkte, einige Eigenſchaften ve 
Marimumg oder Minimums befigen. 

Gefegt, 3. B. man verlangte die Curve in welcher die 
Groͤße, melde wir in dem Probleme von Nr. 122 K ge 
nannt haben, ein Marimum oder Minimum in je 
Dem Punfte der Eure fey.- Diefe Grobe iſt durch die. 
Sunftion | u 

‚Ir. +tm- 27 erh (a or} 
ausgedrüdt; und die. Grade beftehet darin den Werth von ‘| 
yin’x-zu finden, welcher dieſe Funktion zu einem Mapis ' 
mum oder Minimum madt. Wenn die beyden Grd: 
gen y und y’ yon einander unabhängig waren, fo Fünnte 
man das Marimum oder Minimum in Beziehung 
auf jeder diefer veroͤnderlichen ‚Größen befiimmen (Rn 
160). 

Aber da diefe Größen eine aus der andern berfömmt, 
und ihre Relation, fo lange als eine von ihnen nicht eine 
beftimmte Zunftion von x ift, unbekannt bfeibt, fo kann 
man das Marimum pder Minimum nur in ejie⸗ 
Hung auf einer diefer Größen ſuchen; und es iſt tuͤr⸗ 
lich die Größe y’, welche die Lage der Tangente ! mmt | 
für veränderlich zu nehmen, indem man die Eoprdinaten 
x und y als fär jeden Punft dee Eurve gegeben anficht. 

Man wird alfo die Erften und Ztventenfunftionendg 
vorgegebenen Sunftion in Beziehung auf die Größe y 
als allein veroaͤnderlich angeſehen nehmen; und wenn man 
J— | die 


auf die Geometrie und Mechanik. 137 


»Erſtefunktion gleih Null fest fo wird man auf. der 
telle die Gleichung | 
- [y + (a = x)y!})c(m— x) +. 
[y (n — x)y‘]l(m—x)=o 
ben, welche wie in dem Falle Mr, 122. 
(ax — w — n)y 


——— 
"om—x) (n—x) 


r die Gleichung der gefuchten Eurve giebt. 


- 


Nachher wird man die Zweptefunftion 
e(m=-x)(n—x) 

iben, welche zeigt das das Marimum für alle Theile 
ꝛx Curve ftatt haben wird, für melche die zwey Größen 
— x und n — x von entgegengefegten Zeichen ſeyn 
erden, und daß das Minimum für die Theile mo, 
— x und n — x einerley Zeichen haben werden, Ratt 
ndet (Nr. 160). Das Marimum wird demnach für 
le von.x zwiſchen den Grenzen m und n enthaltene 
Berthe ftatt haben, und das Minimum für die Wer⸗ 
je von x welche außerhalb diefer Grenzen fallen. | 


Wenn die für die Gleichung gefundene Curve vom 
ee erfien Ordnung ift. fo ih fie einer urfpränglichen Glei⸗ 
ung mit:einer willführlichen beftändigen Größe fähig 
nd wenn man fie unter die Form 


y "x_m"x-on | 
st, fo wird man auf der Stelle dieſe urſprangliche Glei⸗ 
ung 
alg.y = lg: x—-m)tigx no) + igeh 
bleiten, und wenn man von den Logarithmen zu den 
ahlen übergeht, fo Hat man 
Peh( =m)(x—n) oo. iv 
35 m 
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wo h eine willkuͤhrliche beſtaͤndige Größe if. Diefe Gleis 
chung ift von der Form mie die welche wir in dem citirten 
Orte (Me. 122°) gefunden haben; welches feyn muß, weil 
die eine fowohl als die andere von der nemlichen Gleichung 


der erſten Ordnung fömmt In der That, die eben für 


das Magimum oder Minimum gefundene Gleichung, 
“Hat, wenn fie durch y“ multipliciet wird, zur urſpruͤnglü 
chen Gleichung 

yvtrm-dyy]iyta—x)y R 
wo K eine willführliche beſtaͤndige Größe iſt; und diefe hier 
mit der nemlichen Gleihung combinirt um daraus y’ iu 


eliminiren, wird das in denſelben Orte gefundene Reſule 


tat geben. 


Wenn man alſo dieſe Aufloͤſung der von Ne. 122 nie 


her bringt, fo wird man allgemein daraus folgern, daß 
die Kegelfchnitte nicht allein die fehon gefundene Eigenſchaft 


haben, daß jede Tangente die auf den beyden Enden ber : 
Are errichteten perpendiculairen Theile ſchneidet deren Pro j 


duct beftändia iſt; aber überdem noch diefe hier, daß die 
Lage der Tangente an jedem Punfte der Curve, als geges 


ben angefehen, fo befchaffen ift daß das nemliche Produd- 
ein Marimum für die Ellipfe, und ein Minimum oder } 


vielmehr ein negatives Marimum für die Hpperkel iſt. 
169. - | | . | | 

Ueberhaupt, wenn man eine Eurve verlangt in web 
cher eine gegebene Funktion von x, y,:y/, y’.... ein Ras 
rimum oder ein Minimum feyn wird, fo koͤnnte man 
das Marimum oder Minimum in Beziehung auf jeder 


der Größen y, y’, y’ .... fuchen, welches eben fo vide 


verſchiedene Auflöfungen geben wird; und man Hätte im⸗ 


mw, allgemein geſprochen, für die zeſuchte Eurde, eine 
* Ste 





rn 
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Efeihung von ıderfelben Drdnung ale die vorgeachene 
Sunftion. 

Wenn diefe Zunftion eine bioße Funktion von den 
Elementen a, b, c.... der Berührung wäre (Nr. 117), fo 
mürde-man, indem man das Marimum oder Rinis 
mum in Beziehung auf die letztere der Größen y,y‘, y.... 
ſuchte, nothwendig die nemliche &leihung finden, welche 
men für das Problem haben würde in welchen man dies 
ſelbe Funktion einer beftändigen Größe, gleich fegte; das 
pon fann man ſich leicht durch die Analyfis von Mr. 124 
und 127 überzeugen, 

In der That, wenn man die Seftefunftion bon 
[a b c. ...), welche in Beziehung der höchften der abs 
geleiteten Sunftionen y’, y’.... genemmen ift, gleich Null 
fegt, fo wird man dic nemliche Gleichung haben als wenn 
mon, allgemein, die Erftefunftion der Gleichung 
Sa, b,c....) = einer beftändigen Größe in Bezies 
hung auf x, y, y’.... naͤhme. 

Hieraus ſieht man, daß dieſe zwey Arten von Proble⸗ 
men, ob fie gleich im Grunde ſehr verſchieden find, vems 
ohngeachtet auf einerley Refultat führen, und find fofgs 
lich einerley Auflöfung fähig, Man kann alfo alles was in 
den citirten Stellen gefagt ift, hier anwenden Das Beys 
fpiel der norhergehenden Nummer ift wie man fieht, ein 
befonderer Fall van diefen nemlichen Problemen, 


170. 


Wenn man aber die Curve verlangte in welcher das Mi aa 
gimum oder Minimum nicht die gegebene Funktion von 
Hy Y 3% 1. wäre, Sondern die urfprängliche Funk⸗ 
tion yon diefer bier, ale eine Erſtefunktion betrachtet, als⸗ 
dann wird es nicht mehr erlaubt ſeyn, die Größen yıy'y"cu 

als 
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Als unabhängig und iſolirt zu betrachten, weil die urſpruͤng⸗ 
liche Sunftion einer Funktion diefer Größen felbft von der 
Relation welche fie unter ficb haben Fünnen abhängt. Die 
Probleme dieſer Art find die, melde fih auf den Calcul 
beziehen der unter den Mahmen Bariationscalcnibe 
Fannt iſt; fie fodern Feine neue Analyfis, aber eine ſpeciale 


Anwendung der Analyſis der Funktionen. Wir glauben def | 


wegen der Wichtigkeit der Materie, wir folche hier vortra⸗ 
gen muͤſſen. 
Es ſey die Funktion 

IK y. I VV....) 
gegeben in welcher y als eine Funktion von x angenommen 
ift, fo ift augenſcheinlich, daß man nicht, allgemein geſpre⸗ 
en, die urfpröngliche Zunftion von diefer gegebenen Funk⸗ 
tion haben Fann ohne den Werth von ysin x zu kennen 
Aber man kann fuchen was für ein Werth es ſeyn muͤſte 
damit die urſpruͤngliche ſunkiion von 


fx J> ysy nee )ı 


„| 
ein Marimum oder ein Minimum würde, indem man 
vorausſetzt daß !Diefe Funktion Null fe}, wenn x ein gege 


benen Werth a Hat, mınd daß ſie ein Marimum oder ein’ 
Minimum mırd, wenn x ein gegebenen Werth b hat. 
Es iſt Sonnenklar daß, wenn many für den geſuchten Werth 
nimmt, fo müßte, vermöge der Matur des Marimum 
oder Minimum, die urſpruͤngliche Funktion von deg. 
Funktion 
IR y re, yo‘; yore, ..) 

wæelche aus der gegebenen Sunftion bervorgehet, wenn man 
y-+.» an die Stelle yoniy febt, immer zwiſchen den nems 


lichen Gränzen von x ſeyn, Meiner im alle des Magisı 


mum und größer imıFall des Minimum, als die ure 


ſpruͤngliche Funktion von 
f(z, 


1 
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Syn la) 
{ches auch immer der Werth von w:fegn mag, den man 
: eine beliebige Sunftion von x anfehen Fönnte, und wie 
mer klein dieſer Werth auch ſeyn koͤnnte. 
Die Funktion 
FCx, J, , ...) 

nn fie nach den Pdtenzen und den Produeten von ww‘, 
nn. entwideltlift, auf eine Ähnliche Art als biejenige 
itwichelung don Nr. 163, wird: 

I yı Ya.) Fefly)Ht 

wefly„)r WS) te 
+2wf'(y)+wwf'yy0+ 


o die Gröpen | 
IC DR 2/6 F.. 

ie Erftenfunftionen von 

any). | 
ach y, y“, y .... genommen, bezeichnet, Und die Groͤ⸗ 
en | 

Fr fund S’iern 
ejeichnen die Zwegtenfunftionen von der Kunftion 
Ss y PAW, y Aw, ν.. ) 

Beziehung auf y allein, auf y und y', auf y’ allein ge, 
ommen, u. fi w; Die Zahl A ift unbeftimmt, oder viels 
ehe unbekannt, und kann in den verſchiedenen Funktio⸗ 
en verſchieden ſeyn, muß aber die nemliche in einerlep 
unftion ſeyn, und muß immer zwifchen den Grenzen o 
ad ı enthalten ſeyn. 


3 w fly) erees | — 


Es muß daher die urſpruͤngliche Sunftion von der « 


roͤße 
wf£y)+t —*8 ).. 
+ 


ES ia 


ſpruͤaglichen Funktion nothtwendig Pofitid oder negativ ſey, 


+ HUN FOL HI “.. 


immer für dag Marimum einen nejativen Merth Haben, 
-. and für das Minimum einen pofitiven Werth, was für 


vw - 
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einen Werth man auch.der Zunftion » gegeben mag, un) 
fo klein auch diefer Werth immer feyn kann, indem mar 
dieſe urfprüngliche Funktion dergeſtallt nimmt, daß fe Fi 
Null fey, wennx=aif, und man darin nachher x =b 
macht. — 


Es ift ader gewiß daß man ohne die Größe — zu fen 
nen, bemeifen kann daß e8 immer möglich ift ſie ſo Flein 
zu nehmen Damit die urfprüngliche Funktion von dem Theile 
welcher nur die eriten Dimenfionen von w, w’, wl, .... 
enthält, einen größeren Werth) habe, pofitiv Oder negatit, 
als die urfprüngtiche Sunftion des andern Theile, 


Denn wenn man is an die Stelle von ⸗ ſetzt, mwo's‘ 
eine beliebige veränderliche Größe ift, und i ein beftändiges. 
Eoefficient, fo wird der erite Theil ganz in i multiplicirt 
ſeyn, und der zweyte Theil dur 1”, und ihre urfprünglis 
&e Zunftionen werden auch durch i und dur i” multi⸗ 
plieirt feyn; und es ift ſichtbar, daß man immer im 
Stande ift i einen fo Heinen Werth zu geben damit daf 
die erfte diefer Funktionen die zweyte übertrift, wenig⸗ 
ftens fo fange als fie nit Null iſt. Hieraus ſchließt man, 
daß man die Größe » immer Flein genug nehmen Fans 
bamit daß der ganze Werth der in Rede ftehenden ‚um 


je nachdem es die von dem erften Theile diefer Funktien 
feun wird, Aber es ift fichtbar, daß diefe hier ihre Zu 
hen verändern muß, fobald man das zeigen von der 
Größe » verändert, 


⸗ 
\ 
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Es i6 alſo unmöglid, daß die ganze Zunftion bes 
kändig pofitiv oder negativ, wnabhängig von dem Wer: 
the von = ſey, wenn nicht menigftens die urfprängliche 
Funktion des erften Theils welcher nur die erften Dimen⸗ 


ſionen von o, , ol, ... enthält, Null ift, was au 


#’ immer der Werth von w fen mag. Daher kann das 
- Magimum oder Minimum nicht anders ftatt haben, 


1 
h 


"Ir ... als Funktionen von x anfieht, wo y auch 





ald wenn die urfprüngliche Funktion von der Funktion 
sfly) FeAfly)trarflı) tr... 

nicht Null if, was auch immer der Weeth von » feyn 
mag. 

Wäre diefe Funktion Null, fe müßte alsbann die urs 
ſpruͤngliche Funktion des andern Theile 
- z0’f'(y) tr wu'f''(y, y’) 43 zu? fly’) +, 
für das Minimum pofitiv, und negativ für dag Mari: 
mum ſeyn, indem man » einen beliebigen noch fo Flei: 


nen Werth ald man will giebt. 


171. 


Um die erſte dieſer Bedinguͤngen auf die allgemein⸗ 
Re Art gu befriedigen, fo bemerken wir, daß, weil die 
Größe w unbefimmt bleiben fol, fo Fann die urfprüngs 


Uiche Funktion von der Funktion 


ofly) Ffir) + P .. 
nur von der Form 

4 M A... 
ſeyn, ton die hoͤchſte der abgeleiteten Funktionen ⸗, ,... 
“um eine Ordnung geringer als die vorgegebene Funktion iſt; 
hiervon uͤberzeugt man ſich leicht durch ein wenig Ueberle⸗ 
guns uͤber die Form der abgeleiteten Funktionen. Nimmt 
man alſo die Erſtefunktion von dieſer Groͤße, indem man 


al 
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als Zunktion don x angenommen ift, fd hat man 
A) FEN) Feen 
und vergleicht man diefe mit det vorgegebenen Sunktion, 
fo wird man haben | 
| “to Mmfiy) 
et Y =") y+ 3° = fly"). 
uf. m. 
. Die erfte Gleichung giebt = gleich einer —— 
beftändigen Groͤße; die andern Gleichungen dienen 87,2... 
zu beftimmien; und da es leicht ift zu fehen daß die ya 
diefer Größen nothwendig um eine Einheit geringer. ift al 
die Anzahl der Gleichungen, fo entftehet daraus eine Be, 
dingungsgleichung, die fo' befriediget iderden müßte daf 
das Marimum sder Minimum ftätt findet. 

Zu diefem Ende, darf man diefe Gleichungen nur um 
ter dieſer Form fegen 

"mr Ay m Yon! 

y⸗ * NZ —— [SC y’))” 

2. ſ. w. 
indem man die Erſtenfunktionen von der Zweyten , die 
Zweytenfunktionen von oer dritten mächt, u. ſ. w. Zi 
man endlich wechſelsweiſe eine von der andern ab, r | 
Hat man 
FM-LmMT + rl =, 
wo die an den Paranthefen angebrachten Striche die Ep 
ſten, Zweytenfunktionen u. ſ. w. der in den Parentheſen 
enthaltenen Groͤßen bezeichnen. 

Dieſe Gleichung iſt alſo dem Marimum und dem 
Minimum gemein, und dient den Werth vony in Zuntı 
tion von x zu beflimmen; fie Wird wie es leicht zu fehen 
iſt, ‚von einer doppelten Ordnung derjenigen don der a 

tion 





| 


f “ 


auf bie Geometrie und Mechanik 145 


fe, y, y’5 yr .. +) 
ſeyn. 


17% 


Die nemlichen Gleihungen | 

LH) ) u. ſ. ‘ 
geben, durch ein aͤhnliches Verfahren 

‚s=ef(y) — J IFAJ — uf. w. 
22 y- Fr Fun 
ef) — u. ſ. w. 
u. ſ. w. 
88 ſey um abzufürgen 
| sah teyzFuih..., 
die urfprüngliche Gleichung von der Größe 
fly) FW)... 
wird feyn 
‘+0, . 
und da diefe Funktion Null feyn foll, wenn x = a, und 
man duch A den Werth von QM bezeichnet, welcher x=a 
entfpricht, fo wird man, weil a eine willfährliche beſtaͤn⸗ 
dige Groͤße iſt, 
⸗ + A090 
Haben, und Folglich 
a A, 

Ran wird alfo a — A für die urſpruͤngliche Funk⸗ 
tion haben, welche Kraft dee Marimum oder Minis - 
num Ru feyn foll, wenn x = b if. Wenn man alfo 
no Durch B den Werth von m bezeichnet, Ber x = b 
entfpriht, fo wird man die Gleihung B— A o has 
den, weiche man vermittelt der willkuͤhrlichen beftändis 
gen Größen Hefriediget, Die in dem Ausdrucke von y, 
den man aus der oben gefundenen Gleichung «ableitet 


IL Theil, 8 hinein⸗ 
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hineinfommen, und man übrigens auf den fpecial: Be 
ingungen des Problems Ruͤckſicht nimmt. 

Alfo z. B. wenn der Werth von. y für die Werthe 
a, h von x gegeben iſt, iſt, alsdann wird der Werth | 
von » in den beyden Größen A und B Null ſeyn; wenn | 
ferner, der Werth von y’ auch für diefelben Werthe von . 
x gegeben wäre, fo wären die Werthe von «’ auch in A 
und B Null; und fo ferner. 

Wenn die Größen », ol, «" .., zu der Pleinf 
möglichften Anzahl reducirt find, fowohl in dem Ausdrucke 
F A als in dem von B, fo ſetze man den Coeffizienten 

x en von denjenigen Ausdräden, welche bieiben 
oo. : Gfeihung B — A = o unabhängig von 
su befriedigen gleich Nul. 
en. ac 4D, 
—— 
Hat man auf dieſe Art die erſte Bedingung befriedi⸗ 
get, fo bleibt nur noch die andere Bedingung zu exfuͤllen 
uͤlig, welche darin beſteht, daß die urſpruͤngliche dort 
tion der Groͤße 
— —XR 1* 

Ed 046 20 Bun u. ſ. w. | 
zwiſchen den nemlichen Grenzen a und b von x immer pe⸗ 
fitin für das Marimum, und negativ für das Mind 
mum, enthalten fey, indem man vorausfegt, daß der 
Wert) von ⸗ beliebig und fo Flein ald man wil ſey. + 

ss bemerfe hier: zuerft daß, obgleich die Funktionen | 
Fo) fm yD- 
welentlich die Größen ⸗, 0’, CR. 170) enthalten, | 
man durch ein dem in Nr. 164. äfntichen Raifonnement ber 
tseifen Fann, daß es für das Morimum oder Mind 
mum binlänglich ift, daf die in Redeſtehende Bedingung. 
er⸗ 
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erfüllt ſey, wenn man den Coeffizient a gleih Null ſetzt, 
welches Diefe Größen aus den in Redeſtehenden. Funktio⸗ 
nen verſchwinden läßt, dergeſtalt, daß diefe Sunftionen 
alsdann nichts Weiter find als die Zwentenfunftionen von 
der Funktion 
" Sl X, Y, Y ,yt. ..) 

-in Beziehung auf y allein genommen uf. w ‚und folg⸗ 
lich beſiimmte Werthe in x, y, y' .. . haben. 

Dieſes feſtgeſetzt, wenn man r & bier dasjenige erins 
nert was wir in dem erften Theile (Nr. 48) bewieſen has 
ben, fo wird man daraus fehließen, daß die Bedingun,.- 

„wovon die Rede ift, befriediget wäre, wenn die v 
bene Größe 
zu ly) Heeif(yy)+ 
fo befchaffen wäre, daß fie für Me X“ x, von 
x=abi8 x = b, unabhängig » Größen ", ol, 
5 beftändig pofitinv oder negativ bliebe; nnd Da 
wir oben (Nr. 165) Die allgemeinften Bedingungen geger 
ben haben, damit eine Größe von befagter Form nothwen 
dig poſiũv oder negativ fen, fo bliebe nur noch uͤbrig zu un⸗ 
terfuchen, ob diefe Bedingungen in der( Groͤße, wovon Die 
Rede if ſtatt haben. Hätten fie nicht ftatt, oder hätten fie 
"ur in einem Theile von diefer Größe ſtatt, ſo muͤßte man 
alddann Die urfprüngliche Gleichung des andern Theils ſu⸗ 
en, und fie gleih Null fegen, oder menigftens für dag 
Minimum pofitio, und negativ für Das Marimum 
mabbängig von den Größen», m’, m, ., 


Ä 174 
| Um die Aufdfung Diefer Frage gu vereinfachen, fo wol⸗ 
“fen wir zuerſt annehmen, daß die vorgegebene Groͤße nur 
‚die Quadrate und Producte ans den beſben Größen m, 

83 ent⸗ 
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halte; man wird Teicht fehen, daß diefelde Methode ſich 
auch auf zufammengefegtere Zälle ausdehnt; und wir wer: 
den durch dieſe Formel 

MANT A p, 
denjenigen Theil derſelben Groͤße vorſtellen fuͤr welchen die 
ſo eben genannten Bedingungen ſtatt ſinden. Es koͤmmt 
alſo darauf an, die urſpruͤngliche Funktion von der Groͤße 

ge f'(y)— -M]teedlfiyy)— N] 
+0 [2fyy)—P), 
au finden, und es ift leicht fi ch im voraus zu verfichern, das 
mit daß die Größe » unbeftimmt bleibe, diefe Kunftion nur 
von der Form 
et 0% 

feon Fönnte. Nimmt man alfo die Erftefunftion und ver: 
gleiht man Glied für Glied mit der Vorhergehenden, f 
wird man haben - 

Pe 

ifl(yJ—-M 

= /'(yy)—N und 

om=m3fl(s)—P. 

Die erfie diefer Gleichungen giebt gs gleich einer wik 
kuͤhrlichen beſtaͤndigen Größe, und die drey andern wers 
den dazu dienen, die Werthe von M, N,P, zu beftimmen, 
welche ſeyn werden 
u M=:/(y)—ı 
N=f'"yy)— a 
| P= WM — 

und dieſe Werthe muͤſſen die aus den Formeln von OR; 16$ 
entipringende Dedingungen befriedigen. Nimmt man, 
dem zufolge die Größen.»’ und » an die Stelle der Groͤ, 
. ben p und q, und folglih P. N, M an die Stelle von Ar 
B, C, und machtk | 
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T-m-\L, 
4P ’ 
‚, wird:man für das Minimum die zwey Bedingungen 
Ä P>0, md T>o 
aben, und für das Marimum die entgegengefegte Ber 
ingungen 
. P<o wT <o; j 
der welches einerley eine der beyden Größen P, T gleich 
Rull, fowehl für das Minimum als für das Mari’ 
num, und diefe Bedingungen müßten für alle Werthe von 
„von x = a bid x = b ftatt haben, damit die Größe 
"Pau" N + “a'M 
merften Kalle zwiſchen denfelben Grenzen beftändig pofi- 
ip, und im zweyten Falle beftändig negativ feyn. Da-die 
groͤße P gegeben ift, fo wird fie auf der Stelle das Mapir 
num oder Minimum anzeigen; Aber man wird davon 
me durch die. andere Bedingung ' 
T > oder < 0, oder welches einerley = o 

uͤr beyde Faͤlle verfichert ſeyn. 

Ferner, und dieſes iſt hier eine fehr weſentliche Bedin⸗ 
ung, muͤſſen die Gsößen.M, N, P nicht zwiſchen denſelben 
zrenzen unendlich werden, damit man verfiert feyn kann, 
aß die urfprüngliche Funktion der in Redeftehende Größe, 
othwendig pofltio oder negativ fen, nach dem Theoren der 
itirten Nr. 48. Denn da diefes Theorem auf die Entwicke⸗ 
ing der Funktionen In Reihen gegrandet iſt, fo ift es noth⸗ 
ondig den der Form diefer Entwickelung anhängenden 
usnahmen unterworfen, welche wir in den Nr. 42 und 
20 unterfucht haben; fie koͤnnte alfo nicht anwendbar feyn, 
enn die von der urfprünglichen Funftion ‚abgeleiteten 
unftionen unendlich werden, weil ialsdann die Entwicke⸗ 
ng nieht mehr diefelde gorm hätte; dieſes geſchiehet noth⸗ 

83 - wendig, 
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. und «6 fey (A) der Werth von (Q), tpebitnt. 
wird man KT, 
n= — (A) 
„ DIE urfprüngliche Funktion, wovon die Rede in, 
je 
RB) CA) 
welche für x=b Null, oder pofitio für das Mia 
n und negativ für dad Marimum feyn -follte. 
alfo (B) der Werth von (2), wenn x b, fo 
man | | 
B— (A) > oder <o 
z Minimum oder das Marimum haben, ober 
uͤr beyde Fälle, unabhängig von dem Werthe vou 
ner unbeſtimmt bleiben fol. Alfo, wenn der Werth 
far die Werthe von a und b von x gegeben find, 
alsdann der entfprechende Werth von ⸗ Rull ift, 
man | 
(AM)=0, (B) 2 0 

und die vorhergehende Bedingung wird erfuͤllt 
ſowohl für das Marimum ale für das Minis: 

Wenn die Werthe von y nicht gegeben find, fa 
nen alsdann für das Minimum 

= oder > o wenn x — b, . 
‚= oder < oo wenn x 4 
haben; und für das Marimum im erfen Zelle 
‚=ooder < o, 
zweyten Falle 
‚= o oder > o. 


176. 


6 der Werth der Größe » anbetrift, fo hängt 


loß von der Bedingung, | 
Ka E T oder 


v⸗ 
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wenn die urſpruͤngliche Funktion vom Poſtiven 
HNegativen durchs Unendliche geht, wie die Tangenten 
dee Winkel. Aisdann wird für den dieſem Durchgange ents 
ſprechenden Werth von x, die Entwidefung der Funktion 
von x +i ihr erſtes Glied die Form Aim Haben, wo m eine : 
‚ungerade negative Zahl ft, und die Erftefunktion, fo wie 
alle folgende, werden unendlich ſeyn (Nr. 41). Ä 
In diefem Falle. fönnte die urfprängliche Sunftion das. 
Zeichen ändern, obgleich ihre Erftefunftion immer daflelbe 
Zeichen bepbehält. Um davon ein fehr einfaches Beyſpiel 
zu fehen, fo darf man nur die Funftion 
’ x 
“ Il—x N) 
betrachten, welche = 1 if, wenn x S 3, und — — 
wenn x == 235 demohngeachtet iſt ihre Erſtefunktion 
— 
| (1 (1 x)” | 
immer pofitiv fo lange als x ein reellen Werth hat. Hier 
‚werden die urfprängliche zunftion und alle ihre abgeleite, : 
ten Zunftionen unendlih wenn x = 1. Diefes ift eine 
zu der in Nr. 48 vorgetragenen Theorie zuzuſetzende Mode. 
fication, 
* + 
175. 
Hat man diefe Bedingungen befriediget, fo Bi | 
man die urfprüngliche Sunftion 
at 0’ | 
haben, in welcher „eine willführlihe beftändige Groͤße 
ift die man fo beftimmt, daß die urfprüngliche Funktion 
Rull fey, wenn x = a if. Wir wollen 
a’ ram (0) , 


J ſetzen 
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fegen, und es fey (A) der Werth von (a), toebitn" 
it): fo wird man u 
mn= — (A) 
haben, die urfprüngliche Zunftion, wovon die Rede tt. 
wird alle | 
\ “ ,(2)- CA) 
kon, welche fr x=b Null, oder pofitio für das Mia 
nimum und negativ für dad Marimum feyn -follte. 
Es fen alfo (B) der Werth von (QM), wenn x em b, fo 
_ mßte man 
| B— (A) > oder <o 
für das Minimum oder das Marimum haben, oder 
> o für beyde Fälle, unabhängig von dem Werthe vou 
welcher unbeflimmt bleiben fol. Alfo, wenn der Werth 
von y für die Werthe von a und b von x gegeben find, 
‘und da alsdann der entfprechende Werth von ⸗ Rull ift, 
fo wird man | 
(A)=o0 (B) 2 0 
haben, und die vorhergehende Bedingung wird erfüllt, 
feyn, ſowohl für das Marimum ale für das Mini: 
mum. Wenn die Werthe von y nicht gegeben find, fo 
müßte man alsdann für das Minimum 
= oder >o wenn x — b, 
und = oder <o wenn x a4 
wäre, haben; und für das Maximum im erſten Kalle 
So oder < o, 
und im zweyten Falle, 
„= o oder * 0. 


176. 


Was der Werth der Gröfe » anbetrift, fo hängt 
diefer bloß von der Bedingung, | 
Ka Toeder 
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r oder u > 0, 


für das Minimum und <’o für das Marimum ab, 
Diefe Bedingung wird alfo, wenn man bie Werthe Ioon 
M, N, P fubftituirt: 


, _ rd — ar]: 
£ fly) — — * Gr 5 — * oder < o⸗ | 


feyn, und man nimmt für eine beliebige Funktion von. x 
die dort Hefriedigte 
| Das Einfachfte wäre, dieſe Größe gleich Null anu⸗ 
nehmen (Nr. 174), dieſes wuͤrde die Gleichung 
+ M P- — N’ so 

geben; nemlich 

FI ING) er) Yen) a) = 
| durch welche man den Werth von v beſtimmen koͤnnte; 
und das Marimum oder Minimum miürde bloß von 
dem Zeichen der Größe P oder 3 f”Cy’) abhangen. 


Man Hätte auf diefe Art daſſelbe Reſultat als bie in 


den Memoiren der Akademie der Wiſſenſchaften von Jahr, 
1786 vorgetragene Methode um in den Variationscalal 


der Marima und Minima zu unterfcheiden, giebt. 


Aber, nachdem was wir eben gefagt Haben, ‚müßte man, ' 


der Genauigkeit diefes Reſultats wegen, fich auch verfr‘ 
ern Fönnen das der Werth von » für einen: zwiſchen 
den gegebenen Werthen a und b liegenden Werth von x 
nicht unendlich werde; melches am. öfterftien unmoͤglich 
- feyn wird, wegen der Unmöglichkeit die urſpruͤngliche 
Gleihung in » und x zu finden. Ohne diefe Bedingung 
wird man, obgleich die Größe 
“Mt N ta”? p 
alsdann von der Form | 


Pie’ 


. . 





| nemlich 


auf die Geometrie und Mechanik. | 153 


Pla + IQy 
wird, und fie folglich immer pofitio oder negativ if, je 
nachdem es der Werth von P ſeyn wird, niemals von 
dem pefitiven oder negativen Zuftande ihrer urfpränglis 
ben Funktion gewiß feyn. 


\ 


on 1177 


Um davon ein Beyfpiel zu geben, welches zu gleicher 

zeit als eine Anwendung der eben vorgetragenen Methos 

‚de dienen ann. Wir wollen annehmen dag die Zunftion 
SC y y . ...) 


wobon Die urſpruͤngliche Funktion ein Marimum oder 
ein Rinimum ſeyn fol, 


y’” FT 2zmy’y t.ny? 


| fopr-indem man die Erſten und Bweptenfunftionen nimmt, 


fo wird man haben 
Ä f(y) = 2(my - ny). 
fy)=2(y tm) 
fn=2m 
f'(„y)= 2m 
fly) =.2. 


Setzt man diefe Werthe in der allgemeinen Gleichung 
von Nr. 171, welche fich in diefen Falle, auf 
fr) — Yby)Y=o 
seduciet, fo wird man haben 
2(my Foy) — 20 ruy) mo; 


yi— ny = o, Ä 
vie 0 Die Steigung des Marimum oder Minimum. 
5 Dieſe 
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Diefe Gleichung kann nach der Methode von Nr 67 bean 
‚delt worden und giebt fogleich | 

yz get(n + he xVn , 
wo g und h zwey willführliche beftändige Größen find; 
twäre n eine negative Größe = — k?, fowärde man ha⸗ 
- ben, indem man andere willkuͤhrliche beſtaͤndige Groͤßen 
g und hnimmt: 5 | 

y = gsin.(kx+h), 

Mehrerer Einfachheit wegen tollen wir annehmen, 
daß die Werthe von y für die beyden äuferften Werthe 
a und b von x gegeben find, die Größen A und B mers 
„den von felbft Null, und die Gleichung B — A wird bes 
. friediget feyn (Ne 172). Man wird alfo die beftändi- 
gen Größen a und b dergeftalt beftimmen daß für x=a 
und = b, y die gegebene Werthe haben. 

Jetzt haben wir, durch die Formeln von Nr. 174, 

Men», 

N=2(m — +). ’ 

P=1; 
"woraus man fieht daß, weil P>als o ift, fo kann nur daB 
Minimum ftatt finden. Aber diefe. Bedingung ift nicht 
hinlaͤnglich um ſich vom Daſeyn des Minimum zu verſi⸗ 
man ‚muß ferner | 

N® 

M — zB >o 

habenz nemlich 
n — »* -(m-ı?>0, 
indem man für » eine Größe nimmt, welche nicht zwiſchen 
den Grenzen a und b von x unendlich wird. Wenn der 
Werth von n pofitiv if, fo ift klar, daß man diefe Bedin- 
gung befriedigen kann, indem man » = m macht. Man 
Dan waͤre alſo in diefem Salle vor r dem Daſeyn des. M is 
ü nimum 





Fi 
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nimum verſichert, weil die deyden Größen (A) und (B) 
übrigens Null durch die Hypotheſe, daß die Werthe von y 
für x = a und x = b gegeben find (Pr. 175). 


"ber, wenn n negativ und = — k? ift, fo wird man 
alsdann die Bedingung — » > K’ + (m — ı)* 
haben, und es ift nicht leicht ein befriedigender Werth von 
» zu finden, felbft fich nicht einmal zu ‚verfichern, daß man 
ihn finden könnte, 


Wenn man, nach der Methode, von welcher wir in der 
- Ketten Hummer gefprochen haben, 
- VER tm) 
macht, indem man .. 
m—ı m ke 
annimmt, fo hätte man | 
klei e; 





nemlich, | 
—24 
1 —2 e” k’ | 
und nimmt man die urſprůnglichen Funktionen von beyden 
Seiten, | 
Winfeldertg.e = = + d: 
nemlich, | 


= +d,. 


wo d eine millführliche beftändige Größe if. Diefer 
Werth wird unendlich, wenn 


td 


einem A rechten Winkel wird, oder gleich drey Blachte, oder 
uf w. Man wäre alfo von der Eriſtenz des Minimums 
nicht 


I) 
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nicht verfichert, wenn die Differenz b — a größer wäre als 
der Werth von k in zwey rechte Winkel mulftipliciet, 

In der That damit das Minimum allgemein ftatt 
findet, fo muß (Nr. 173) die urfprüngliche Funktion der 
Stöfe: : 
un ‚ne? + ame + w | 
poſitiv ſeyhn, was auch immer der Werth von » feyn Fönnt. | 
Nehmen wir ’ 
vo t‘« i ſin. x 
J an, ſo wird dieſe Groͤße 
iꝰ n ſin. x? t min x. coſx + eoſ. 2) = 

re * —, coſ. 2x m. ſin. 2x), 
davon die ureingiße 9 dunttion 
„ee 





ur aAn. a2x = cof. 2x)te 
4 2 


iſt, wo cc die beftändige Größe ift, welche man fo beftimmt 
daß die urſpruͤngliche Funftion für x S a Null ift, nach | 
her macht manx=b, Wenn man daher a = eo undb 

. gleich ziween Rechten annimmt, Damit der Werth von » 
nach der Hppothefe für x—=a und = b Null fey, fo wird 
der volltändige Werth von der in Redeſtehenden urſpruͤng⸗ 
lichen Funktion ſeyn 
| i(ı t+n)D, 

wo D den rechten Winfel vorftellt; und es ift fichtbar, daß 
dieſer Werth negatid werden koͤnnte, wennn—=—K, 


ndem man k > 1 nimmt. 


.» 


| 178. | 

Wie wollen jegt annehmen, daß die Größe, melde 

die zwetb:35 imenfionen von ⸗, ⸗ enthält, auch w’ ents ' 
‚halte, it? ſie von der Form (Nr. 173) ſey 


{„? 
z® 
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Bet fr) testen) + 
z0’ft(y!) + vulr(y, y‘’’) + 
PR PR fly yı)rz zZ „iı2 I y‘') 3 
r nehmen 
Mt Nte:P tun! Q tr WR + olits 
e denjenigen Theil diefer Größe, welcher den Bedin⸗ 
angen. der Formel von Mr. 165 unterworfen ſeyn foll, 
nd ed muß die Differenz diefet zwey Größen einer von 
er Größe ⸗ unabhängigen urfpränglichen Zunftion fähig 
Te 
autor tens ter: 
nd man wird duch Vergleichung der Sieden, d die Glei⸗ 
Jungen \ 
* = 0, " 
u, Ne: 
—* C. C)CN N, 
te = Ef) — PB. Hi. 
fly)... 
‚mfy, K 
so... z fu) — 8 
aden; weiche » gleich einer geh N SeRändigen 
roͤße geben, nachher in 
'M=3f'"(D—r, 
N SD —e 
Pzaifıly)-e—d, 
Qt) 
R fly ) - 200 
sSoı ); 
o die drey Größen » m, e unbeſtimmt bleiben; man 
uß fie aber fo nehmen, daß fie die Bedingungen, wel⸗ 
en die Größen M, N, P,... unterworfen ſeyn ſollen 
friedigen, und welche man aus den Formeln von 
Dr, 


3 
— 
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Nr. 165 ableiten fann, wenn man die Größen 0", «’,'» 
an der Stelle der Größen p, q, r fegt. Alſo, © wenn man 


R? 
Po — 
T= pr 
6 R 
nn vn ® 
| 25’ 
. j 2 
ano 
43, ı 
2 


V 
und JX x- ar 
madt, fo find die Bedingungen für das Minimum 
S>oT>omvY>o 
und für dad Marimum 
‚s<o T<o V <0 
und diefe Bedingungen muͤſſen für alle Berg, don —A— 
von x a bis x S b ſtatt finden, 
Der Werth von S wird das Marimum ode Mi . 
nimum anzeigen; man kann aber nur duch das mit 
- zutreffen der beyden andern Bedingungen davon verfichert 
ſeyn. Ferner, müffen die Größen M, N, P, G R, S aus 
oben Nr. 174 dargeftellten Gruͤnden ‘ nicht miſchent den 
nemlichen Grenzen unendlich werden. 
Endlich muß indem man 
(a) “rt an „+ eo'th 
annimmt, und (A) und (B) für die Werthe von (0) 
welche x a und x = b entſprechen nimmt, Die Größe 
(B) — (A) ſey, unabhängig ven den Werthen bone“ 
und von »’ für das Minimnm pefitiv und für das 
Marimum negatin, (Nr. 175). Ä | 
Man befolgt: daſſelbe Verfahren fuͤr zuſammenge⸗ 
ſettere Zunktiones. | | 


⸗ 


. | 17% | 
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Wenn die Werthe von y, y’ u. ſ. w. nit fär bie 
erthe a und b von x gegeben wären, fondern nur eine 
th Die Natur des Problems beftehende Relation zwi⸗ 
ven diefen Größen da wäre, welche durch die Gleichung 

ayyY..)=o 

egeftellt ift ; alsdann darf man nur den Principien von 
t. 267 zufolge, zu der Funftion, melche pofitiv für das 
tinimum und negativ für das Mabimum ſeyn ſoll, 
e Groͤße 

“0(y) tt 0“ ey’ ) * 2 tr... 
+300/(y) ten’ y'yy) Fire Gt... 
einem unbeftimmten Goeffigient P_multiplicirt, hinzuſe⸗ 
en, und nachgehends die Größen w, ⸗ ald unabhängig 
thandeln. Alſo, wenn die in Redefiehenden Bedingun⸗ 
en für den Werth von x = a flatt finden foll, fo fegt 
van zu den zwey Größen A und CA) (Nr. 172, 175) die 
Roͤßen 

{eg (y) + ey) tr...) 
und P[30’0’'(y au’9''Cy,y‘) +...] 

inzu, welche beyde auf den nemlichen Werth von x bes. 
gen find; und follte dieſe Bedingung für den Werth 
nn x == b ftatt haben, fo fegt man zu den Werthen von 
und von (B) die nemlihen auf x = h flatt haben, ſo 
bt man zu den Werthen von B und von (B) die nemli⸗ 
nafx=b bejogenen Größen hinzu. 


Man befolgt für jede diefer gegebenen Bedingungen, 
enn mehrere da find, daſelbe Verfahren. 


180 
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G Die vorgegebene Zunftion, von welcher die urſpruͤng⸗ 
liche Zunftion ein Marimum oder ein Minimum feyn 
ſoll, önnte, auffer den veränderlichen Größen. x und y 


noch eine dritte veränderliche Größe z unabhängig von 
den beyden andern enthalten; alsdann verfährt man in 


Ruͤckſicht diefer veränderlichen Größe,. wie man in Ric 
fiht auf y verfahren hat, af, indem man bie vorge⸗ 
gebene Funktion durch | 
| Is y. yı Yo zz 2) 
anzeigt, fo ſubſtiuiet man darinn auf einmal die Groͤ⸗ 
ßen 

Fund 2* 


an die Stelle von y und 2, und es muß nach der En 


wickelung, die urfprüngliche Funktiom von dem heile neh 

cher nur die erfien Dimenfionen von w,al,all, ..., SE au 
Null feyn, und die urfpränglice Funftion von den’ Ser 
fe welcher die tzzweyte Dimenfionen von diefen nemlichen 


Größen enthalten wird, muß unabhaͤngig von den Groͤßen⸗ 


u udn m Mai a 


und 2 pofitiv für das Minimum, und negativ für dad 


Marimum feyn (Nr. 170) 


Hieraus hat man, duch eine ber in Nr. im aͤhn⸗ 
lichen Analyſis, und indem man fuͤr die Erſtenfunktionen 
in Beziehung auf 2, 2, 2”... eine ähnliche Beziehung als 
die welche wir in Beziehung auf y, y/, y’’.... angewen⸗ 
det haben, beybehält, folgende zwey Gleihungen 

fo) - IF) rl) u. ſ. w. —o 
FI) LFGVOV + ea) u. ſ. w. 2 0, 
welche. dienen die Groͤßen y und z in Funktionen von x 
zu beſtimmen. Nachgehends muß man in Beziehung auf 


die Größen z und 5 ähnliche Bedingungen als man in 
de 


auf die Geometrie und Mechanif. 16ır 
seziehuug auf y und » gefunden hat befriedigen; diefeg 


t ein Detail der und zu weit führen: würde, uud ben der 
efer ergänzen kann. 


Man fieht hieraus daß, wenn eine biette veränderli- 
be Größe » da wäre, fo hätte man in Beziehung Diefer 
yeränderlihen Größe, ſeine ähnlihe Gleichung, als 
Jiejenigen die den veraͤnderlichen Größen / und 2 entfpres 
den; und ſo ferner, 

181, 
Wenn aber in der Sunfrion 

Fo y Ya 22 .... ) 
die Größe z von den Sohlen x und yauf itgend eine bi 
febige durch die Gleichung on ' 

| xy Yon 2 Hırı. =o 

gegebene Art abhangt. Alsdann, ſetzt mar, nad denfels 
ben Peincipien von Nr. 167 bloß die Zunftion 

olx, y; y' sr. 22 end " 
hurch einen unbeſtimmten und veraͤnderlichen Coefficien⸗ 
ten A multiplicirt zu ber vorgegebenen Funktion 

FC(X, y Yoı. u Ze) 
hinzu, und man fuchte durch die vorgetragenen Metho⸗ 
den, das Marimum oder Minimum von der urſpiuͤng⸗ 
lichen Sunftion diefer zufammen gefesten Sunttion, ins - 
dem man die Größen y und z ald unabhängig betrachtet, 
Man wird alfo zu erft für das Marimum und Mini 
num die zwey Gleichungen | 
fo) - [FON tr [fo 3" — u. FA Hy) 

- [Art TA’ — u... mo; | 
.SK2) — [fa )Yır EN = u. HA la) 
- {ara tr Lara") —... mo; 


IL Cheil, e  - finden 5 
— | — nu 
— we 


xX andern Sunftion 
er 


n am a bis ze b genommen gegeben (ev; und ſo 


gegebena und. aufgelöften. Probleme von, der bradyı ii 


ß. 
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ſinden; wenn man hieraus die Größe A eliminiet, fd wi 
man eine Gleihung Haben, welche mit der gegebenen 
Gleichung 
99, y, Yo Ba)=o | 
eombiniet, die Werthe von x, und.z in Zunftionen x it 
beſtimmen dient. 
Endlich, wenn die urſpruͤngliche Funktion der Funk/ 
‚on x, y, +...) nur ein Marimum oder ein Mint | 
vum fepn ſollte in fo fern die urfprüngliche Funktion ei⸗ 


AT 


d X 
















e(x, Y> Yırı )' ! 
mißden den nemlichen Werthen a und b von gegeben J 
waͤre „‚fo darf man nur das Marimum oder Mini 
invir von der Summe dieſer zwey urſpruͤnglichen Funk 
tionen fuchen, uachdem man die zweyte ducch einen un 
beſtimmten von x unabhängigen Coefficienten multipficiet 
hat, d. h. von der urfperänglichen Zunftion Yon 
a yı Yın) A 0 Yı Yı:. ) 

indem man A als eine deftängige Groͤße anfieht, Auf die 
fe Yet, bat man zuerft, für das Marimum und Me 
nimum, die Gleichung 

FÜ ‚Lot om. trAetD)-E 

| CSD)VMAAO L&CYVA ... ee . 
unt "wird die beſtaͤndige Groͤße A dergeſtalt beſtimmen 
daß urſpruͤngliche Funktion von 
PCX, y. . .... 


‘ 


fert m 


192 
Te xierſt von den beyden Brüdern Bern sul anh 


‚te 12, 
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ſtochrone und der ifnperimetrifchen Linien, haden 
die Bahn geöffnet um diefe neue Art von Kragen des Mas 
zimumjund Minimum zu behandeln Wan hat nach: 
'hee Tucceffive allgemeinere und einfachere Methoden ge⸗ 
funden, nnd Man if, endlich zu den Bariationscals 
ſul gekommen, dee über diefen Begenftand nichts mehr 
ſcheint übrig zu laſſen. Da die oden gefundenen Sleihuns 
gen (Mt. ı7ı, 180) bis auf der Bejeichnung die nemli⸗ 
hen find «als die welche aus dieſer Rechnung hervor» 
gehen, - fo koͤnnten wir es jentäbrigen fie auf Begy⸗ 
fpiefe anzuwenden; aber 88 wird nicht unnuͤtz fepn dei 
Gebrauch diefer Regeln durch ein befanntes Beyſpiel zı 
jeigen, um die Magima von den Minima ;n unt 
Heiden, und und, von ihrem Dafepn zu verſichern. 

Wir wollen daher das Problem von der brachoſt⸗— 
chrone, oder der Linie des geſchwindeſten Falls wegen eh⸗ 
rer Celebritet wiederum vornehmen; es beſteht bekanter⸗ 
maßen darin, diejenige Curve zu finden, laͤngſt welcher 
ein ſchweter Koͤrdet in der kuͤtzeſten Zeit von einem gege⸗ 
henen Punkte auf einem andern gegebenen Punkte fallen 
würde, welcher legtere in einer verfhiedenen Vertiale —* 
Da, nach den Principien der Mechanik, die Erſteſ. 
der Zeit gleich) ift der ‚Erfienfunftion ded Raums di: . 
durch die Geſchwindigkeit, und bey Körpern, melde PN j 
ihre Schwere fallen, die Geſchwindigkeit immer der 2’; 
deatrourzel aus der Höhe von der fie heruuter gefalen :, 
dacht ſind proportional iſt; ſo wird man, wenn man e ?* 
durch den Körper beſchriebene Curve auf die drey rechtiwin?" 
lichte Coordinaten x, y; z bezieht, und die Abfeiffen = 
vertinal nimmt, für den allgemeinen Ausdruc der Ge⸗ 
ſchwindigkeit v Chtx) haben, und Y(ı-+yti®) 

Is 12 fuͤr 


 ._. 
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Kae YV(h+x) 


| 740} =efte) —E 


‚welche ſogleich folgende zmey von der erften Ordnung 
‚geben, wo m und n will dheliche beftändige Größen. find 


‚andere dividirt, ſo hat man 


nehmlich | 


+ 


fuͤr die Erftenfunftion des Begens der Curve (no, 144); 


alfo wird 
| YCı4y® 42m) 
V(h+tx) 


"Die Erſtefunktion der Zeit ſeyn, wovon die urſpruͤngliche 


Funktion ein Minimum fepn muß. Man Hat daher 
f(x, y,y’ ch 2...) 
_ V(i+y”+z2”). . 


alfo, wenn man die Erftenfunftionen ninimt 


y’ 
0 — —— ' . 
LFI Vor) var” 
2* 
—eæñe— II 
und man wird (no. 180) die bepden Gleichungen haben 


y’ 
hrs V(ı-+y”+z°) au — und. 


Iren] =: 


3 
0 2 
Yardvürtrte) 
Henn man diefe beyden Gleichungen eine dung, bi 








= . und 


Anwendung ber Tree 16868 
und wenn man bie abeinein Sleichung vimmt 
⁊ = + l 


we 1 eine neue willkuͤhrliche betändige Größe iR. Diefe 
Sleihung, melde zu einer Vertical: &bene gehört, weil 
Ab die fenfrechte Abfciffe nicht darin befindet, zeigt daß 
die gefuchte Curve ganz in diefer Ebene fällt; alfo wenn 
man die Axe der y in derfelben Ebene nimmt, fo koͤnnte 
man für z = 0 fegen, indem man n = o machte; und 
man würde für die Curve diefe einzige &leigung zwie⸗ 
fden denſelhen Eoordinaten x und y haben: 
y’ 

YVehrx)Y(ı4y”) 

haus man zieht 


m m 


j mvY'(h +) _ 
| tm rn) 
weiches die Gleichnng von der Epcloide ift, two die Ab: 
tifien x auf den Diameter des Erzeugungskreiſes und 
die Hrdinaten fenfrecht auf diefem Diameter genommen 
ind. ' Weil man dorausſetzt, daß die beyden aͤußerſten 
hunkte der Curve gegeben find, fo. find die Größen ⸗ 
nd welche dieſen Punkten entfpreken Null, und die 
Berthe der Größen A und B find auch Null, wenn man 
und b für die Werthe von x welche diefen Punkten 
itſprechen, nimmt; alſo ift die Bedingung A— B 
füllt. 

Machte man in Beziehung. diefer Punkte andere Hy⸗ 
otheſen, ſo faͤnde man andere Reſultate, wir werden 
ns hierben nicht aufhalten, weil dieſe verſchiedenen Fra⸗ 
en ſchon bereits durch die Grundſaͤtze des Variations⸗ 
ileul unterſucht und aufgeloͤßt ſind. Aber man muß 
mer  febenn was diejenigen Glieder geben, mo die 

3 ‚Größen 


14 
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Groͤßen ⸗ und 2 Bis zur zweyten Dimenflon eigen, und. 
deren usfprüngliche Funktion pofitio ſeyn foll, damit dag 
Minimum wuͤrklich ſtatt habe. 


Weil die porgegehene Funktion A Yylırız ze. .) 
im gegenwärtigen Fall, nicht die veränderlichen Größen 
Y. und z enthält, fondern nur ihre Erftefunftionen y’und ' 
2’; ſo ift es leicht einzuſehen / daß die in redeſtehenden 
Glieder bloß von der Form 
zur pt + ⸗⸗ —*8 (a rg fir (25 | 
fenn werden; und man findet, menn man die die Erfiem 
funftionen der Größen | x 
“Aly'), und f' (z') nimme 
in Veꝛehung auf y“ und 2 
Iir2'*t 
= —’ 
ht) ty ta? 
Fr, 2 )=— — — 
a | V(hax)(ı +y'+ oe 
| * )= — — 
| VO+9)Uu+y?tz)% 
\ b daß die in redeflehende Größe wird 
„2 fı +:N)—2 u e y' 2’ +" (£ — 
FCIVM Hari 
welche man unter dieſe Form bringen kann 
ai’? a’ HE” + (a’ 7’ — 
— I————— 
woraus man ſieht, daß dieſe Groͤße von ſelbſt die Eigen⸗ 
ſchaft hat, immer nothwendig poſitiy zu ſeyn, welches 
auch die Werthe von — und £ feyn mögen. Und, da ſe 
überdem niemals unendlih werden kann, fo lange als 
r un 20 unendlich in, " folgt Hieraus, daß dab 
Mini 











auf ‚die Geometrie. und SG, , 167 


Dininum nothwendig bey der Cyeloide ſtatt asen 
nuͤſſe. 

Wir wollen uns nicht mit andern Details dieſes 
hroblems befchäftigen, welches verſchiedene Fälle zu uns 
erfucben darbietet, nach den Bedingungen welche man 
a Abficht auf den erfien und letzten Punkt der Curve 
machen Fann, und in Binficht auf die Surve ſelbſt, die 
man fich anf eine gegebene Oberfläche gezeichnet denken 
Tann. Die Wuflöfung von allen dieſen Källen fann man 
feiht aus den oben feftgefegten Principien herleiten. 


182. 

Die Analyſis "Weiche wir angewendet haben, um bie 
Marima und Minima der urfpränglihen Funftionen 
iu finden, führt und zu einer wichtigen Bemerkung. Wie 
haben (no. 371) gefunden, daß wenn die Größe 

ee Dry’ FU ru f. w. 
ine urfprüngliche Funktion Haben foll, welches auch ims 
ner der Werth von = fen, fie der Gleichung 

)ILGOV LCGGVAA u ſ. w.=o 
ine Genüge leiften muͤſſe. 


. Wenn alfo, diefe Größe ſelbſt die Erftefunktion eine - 


sunftion ven 

zyvyYun, u. ſ. w. 
vare, fo wuͤrde die vorhergehende Gleichung elf ſtan 
zaben und daher identiſch ſeyn. 

Denn man ſieht aus no. 170, daß die in eebefehende 
Zroͤße nichts anders if, ale berienige Theil von der 
katwicklung der Funktion 

Syria pi) 
weicher nur die erften Dimenfionen von =, , ot‘, u. ſ. w. 
mehält;; und ichn will bemeifen „ daß. dieſe Größe 

<a noth⸗ 


⸗ 
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nothwendig eine Erſefunltion ſeyn muͤſſe, "wenn ‚die 
Gun 
= pl pur! yını. 
ſelbſt eine Brfeundtion einer Sunftion don x, y, y.. 
ikßk. 
In der That, wenn diefe Zunftion "eine @rftefunf: 
tion ift, ‚welches auch der Werth von:y in x fey, ſo⸗ 
wird fie es duch noch ſeyn, wenn man.y + « ftatty' 
fegt, was aud immer der Derth von ⸗ fe; alſo wird 
auch nothwendig 
—D —— 
‚eine Erſtfunktion ſeyn, wenn man für 4 irgend eine 
Funktion von x nimmt, Laßt ung annehmen, daß dieſe 
Sunftion ſchon, nah den Potenzen und Produften von 
a, u. ſ. w. entwickelt fen, und uns vefpertine:- 
durh P,Q, Ru, ſ. w. die Theile von Diefer Entwid⸗ 
lung bezeichnen, welche die erſten Dimenſionen, die zweh 
“ten Dimenſionen, die dritten u. f. w. von derſelben Beil 
enthalten werden, fo wird man haben 
Sc ya, yo, y' tot...) =f(x, Pr + | 
PHQa+rRufm ; 
Yfo muß die Groͤße PHQ HRUu ſ. m. die Er⸗ 
flenfunftion einer Funktion von x, yı ©. fe w. und vone, 
“', 0", u. ſ. mw. ſeyn; es ift leicht einzufehen,, daß jede | 
dee Groͤßen P,.Q, R, u. f w. für ſich beſonders eine 
Erftefunction feyn muͤſſe, weil e8 wegen der Ratur der 
abgeleiteten Funktionen ‚unmöglich :ift, da dieſe Gröfen 
verfchiedene Dimenfionen ‚von. den unheftimmten » und 
- feinen ‚abgeleiteten Funktionen :’, , in fich Halten, 
daß die uvſpruͤnglichen Tunftienen von P, Q, R, u. (. m. 
yon einander abhängen koͤnnen. Denn man hat: | 
Pwsef‘(y) tet L ref YEITR ſ· W-Ina 170); 
—E | | daher 


\ 
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Yan wird dieſe Größe ſelbſt eine Cchefunftio feon, 
Ä Alſo, wenn endlich die Funktion 
fs 'ys yı y. or. " 

eine Erſtefunktion iſt, fo muß die Gleichung 

SD - LH t Er — 
= (fg um ma 

untwenbig identifch ſeyn. 

Umgekehrt kann man zeigen, dab wenn diefe Slei⸗ 
hung identifch iſt, die Funktion 

fix yyı yo.) 

nothwendig eine "Erftefunftionfeon muͤſſe; denn wir 
haben gefehen, daß wenn die Gleichung wahr ift, als⸗ 
dann dis Größe P eine Erftefunftion ift,. welches auch 
die Werthe von y und von — ſeyn moͤgen; fie wird alfo 
sine Erſtefunktion feyn, wenn man y + = ander Stelle 
von Kſetzt. Wir wollen annehmen, daß aus der Groͤße 
p durch dieſe Subſtitution, und durch die Entwicklung 
Rah. den Dimenflonen von m,w’, u. f(,m. P+p+ 
2. ſ. w. werde; wenn die Größe p welche die erften 
Glieder der Entwicklung enthält, im welchen w, , , 
u. f. w. nur zwey Dimenfionen bilden: fo märde man 
hieraus, wie weiter oben: gefchehen ift, ſchließen, daß 
die Größe p befonders, dig Erftefunftion einer Funk⸗ 
kon-von . 
sy ſ. w. . ⸗,, u. ſ. we 
ſeyn muͤſſeʒ abet aus der allgemeinen Theorie von der 
Entwicklung der Bunftionen von mehrereen veränderlis 
chen Groͤßen (no. 85) ift e8 Teicht zu fehen, daß man 
allgemein p.=.2 Q hat; alfo ift die Gräßr-Q eine Erſte⸗ 
funftion, yund o mögen ſeyn was fle wollen, und © 
fie noch eine Erſtenfunktion fen, wenn man yıi «ne, 
ſubſtituirt. Und weun man annimmt, dab db. diefe. 
„ ? 5 , — Zubſti⸗ 


14" D) 
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Subftitution und dur die Entwidlung nach den Po⸗ 
tenzen und Produften von = 0, u. ſ. w. aus dieſer 

gunktion Q + g + u fe . werde, wenn die Größe q 
die erſten Glieder der Entwicklung enthalten wo m, ⸗, 4“, uue 
drey Dimenfionen bilden, fo würde man daraus auch 
ſchließen, wie .oden, daß die Größe q felbft eine Erſte⸗ 
funktion ſey; aber nach der Theorie der Entwickelung 
findet man bequem q 3 R; alſo wird die Größe R 
feloft auch eine Erftefunftion ſeyn, u ſ. w. In den ' 
That, wenn z,s u. f, we die erften Blieder von ber Ent; 
wicklung dee Größen Ru. f. w. find, fo wird, nach 
der Subftitution von y = an der Stelle von e, dieſe 

Theorie r= 4 I, s=5T, u ſ. w. geben, :mworaus 
man, wenn man demfelßen Raifonnement folgt, ſchließen 
wird, daß die Größen 8. T u.-f. w. jede für ſich auch 
Erſtefunktidnen ſeyn werden. 

Alſo, muß die Rebe P TA HR + uf. nothwen⸗ 
dig die Erſtefunktion einer Funktion von x, y, y/, u. ſ. m 
0,0, u. f. w. ſeyn, welches auch immer die Werthe von 
. y,und » in x fegn mögen. Mithin muß die Bröße 
sy toayti..)J-fıypy..J) 
welche diefer Reihe gleih ift, eine Erſtefunktion bey je 
dem beliebigen Werthe non ⸗ fepn, and folglich and 
wenn man „= — y macht; denn in diefem Fall, mid 
die Zunftion Ä 





fayt my +) 

nichts als eine einfache Funktion von x ohne y.ındo 

ſeyn, welche man ſich als eine Erftefunktion einer Zuut; 

tion von x denken kann. &lfe muß die Funktion 

fa yyı yo) - 

eis nothwendig die Grefunftion einer Bunftion von xy: r 

“Pi ' w. ſeyn. | 0 
> _ | & 
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Es folgt Hieraus, daß die Gleichung 
IR - FO) + OHM u. f. w mo 
die Merfmale enthält, wedurch man erkennen kann, 06 
bie Zunftion 
Rx, yy'; 2 X 
| eine Erftefunftion ift oder nicht. 
- Man wird nach derfelben Art finden, daß die beya 
den Gleichungen 
VFG)CDVGO)-ᷣ op — u. ſ. m. = 0 
. fı(2) _ La) + [f'(=) ]* — u, ſ. m. 2 0. 
die Merkmale enthalten, wodurch man erkennen kann, 
ob die Funktion 
Ss y, x... 2, 2,20.) 
eine Erſtefunktion iſt oder nicht, wenn die Groͤßen y und 
3 unabhängig find. 
Über wenn die Sroͤße z von der Gleichung 
a(x,y,y’ 523...) 
adhingen, fo hätte man mie in na. 181, 
FN-UOYF+UFONI -ufm+A ey) 
[AH FLAG - u. ſ. w. mo 
F] - u. ſ. w. A (2) 
—-ACPAAC)PA u. ſ. w. 20 
und die aus der Eliminirung des unbeflimmten A ent 
fprungene Gleichung, wird die Merkmale enthalten, wo⸗ 
| dutch man erkennen kann, ob die Funktion 
[BY yhrı 2. ) | 
ſelbſt eine Erftefunftion ift oder nicht. 
Da -die urfprüngliche Kunftion der Größe 
KH) Her) a KH) Fü he 
duch oA ai pet u, ſ. m ' 
(Nr. 171) vorgeftellt ift, fo wird man, wenn man . 
willkuͤhrliche beſtaͤndige Größe weglaͤßt, welches rlaubt 
iſt 





iſt oder nichts und fo weiter, 
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it auf dieſelbe Art finden, daß dag Merkmal wodurch 


man erkennen kann ob „biefe urfprünglice Funktion ſelbſt 
eine Erſtefunction iſt, mit in der Gleichung 4, 
a — y vum mo: _ ur 
" enthaften ift, woraus, wenn. man fr, 2. u. ſ. v. 
ihre Werthe (Nr. 172) fubftituiet wird W— 
FO) - BLOG + SLOW nm“ 
fo, wird dag Syſtem diefer Gleichung in der oben 


gefundenen Gleichung das Kennzeichen enthalten, nach 


welchem man beurtheilen kann, ob die Suufrion 
f (x, Yı y5 Ye.) 


fetöR die Zwegtefunftion einer Sunftion von 


yYyıy u. ſ. w. 


Dieſe verſchiedene Gleichungen entſprechen dem, wat 


man in der Differential Rechnung Bedingung der Inte . 


grabilität nennt, und womit man. fih in jegigen ‚Zeiten 


ſo viel befchäftigt hat. Wir begnügen ung hiermit, auf ' 
eine direste und. ftrenge Art die Principen von des Ueber 


einſtimmung diefer Gleichungen mit denjenigen de Ma: 





— 


efmum und Minimum der urſpruͤnglichen Funktionen 


feftgefegt au haben; - und mas den Gehrauch dieſer 
Dedingungsgieichungen betrifft, fo vermweifen. wir auf die 
verſchiedenen Werke die davon handen. 


an 1.7 Tas | 

Obgleich die in vorhergehenden Paragraphen anges 
wandten Relationen zmwifchen den erften Gliedern p, g n 
u fi w. aus der Entwickelung der Größen P, Q. R, u. 
wo und. diefen nemlihen Größen, Teicht aus Ber allge⸗ 
meinen Formel von der Entwickelung der Funktionen abs 
gelie werden Können; . fo mürde es doch fehr nützzich 
ſeyn, 
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m, bey mehreren Belegenheiten das allgemeine Geſetz 
erkennen, welches zwiſchen den Gliedern der urſpruͤng⸗ 
ven Entwickelung und denen der neben Entwickelungen 
tt haben muß; mir werden daher diefe® allgemeine Ges 
z auf eine Directe Art darftellen, diefes foll als Sup⸗ 
ement zu der Theorie von der Entwicelung der Funk⸗ 
nen dienen, welche im erſten Theile dargeſtellt iſt. 

Wir wollen, ganz allgemein eine Funktion ' 

SCH y, 20) ° 

on mehreren beränderlichen unabhängigen Sehfen 2,y,%, 
few. betrachten, und annehmen daß durch die Sub⸗ 
itution vonx+ es, y A, 29 u mw an der 
stelle von x; y, z u. f. w. und durch die Entwidelung 
ach den Potenzen und Producten von ⸗, 4, %, u. — w. 
iefe Funktion ſich in 

yon) FF) Tr fa) FSB) + t w. 
rwandeln. 

Ich bezeichne durch 01) die Summe von allen Glie— 
en wo die Größen ⸗4, 4, y, u. f. w. in der erfien Dis 
enfion feyn werden, durch /C2) die Summe von allen: 
liedern wo dieſe nemlichen Groͤßen zwey Dimenfionen 
(den werden, und fo meiter. 

Wir wollen ferner vorausfegen, daß, indem man dies 
{be Subftitution und diefelbe Entwiclung in den Funk⸗ 
onen | 

CI), fa), FG) u fm 
ornimmt, fie fih in folgende verwandeln 
MXABND +An IHR Drum _ 
fe) Hr SD FSB) HI) ruf w. 
SI ä FH 2) HR 3) + U i m 
»o ich drrch 
Ri 3), ll, 2), W . w. 
' Ä | die 





10. Anmendung der Theorie 
die auf einander folgende Stellen der Glieder Aus der 
Entwicklung von fir) bezeichne, fo daß, weil die Größen 
“My, u. ſ. 10. von der erften Dimenfion in AT) And, fit 
zwey Dimenfionen in /Cı, ı) drey Dimenfionen ih An 2) 
und fo fort in den andern, bilden werden Man fieht 
aus diefer Bezeihnung, daß ganz allgemein die durqh 
fim, n) angedeutete Gröfe ale Glieder aus der Entwid 
„lung von /m) enthalten wird, wo die Größen “Rn 
u. f. m. in P n Dimenflonen bilden werden. 


Dieſes voraudgeſetzt / wollen mie annehmen, del 
ſogleich 
—R 24*5, u. ſ. w. 
in der Funktion 
IS, . 2. . ) | 
Yudftituirt würde, fo wird fie alsdann werden‘ 
Rx, y, 2. .) A) td rt 
und wenn man ferner in dieſer Groͤße 
IJ xtmsytm,ztmg | 
für *, y, z, ſubſtituirte, fo ift es Mar, daß Re wetden 
wuͤrde | 
Mx, y. 2.. + FA EIG) ſ. 
+ mftı) # m’/(2) Fa/ga)+u ſ. w. 
mr I) M VCI, 2) End) Huhn 
+ mft2, 1) + m/f(3 2) VC. 3) Fu. fm 
+m/iz, ı)+ mify 2) + m 3) +ufm 
4- und fo weiter, 


Von einer Andern Ceite, iſt «8. leicht achtbar, F 
dieſe beyden auf einander folgenden Subſtitutionen einer 
einzigen Subſtitution gleichbedeutend find, weiche man in 
der Funktion 
Ax, Yy Zu.) 

" mache 
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maqhen wuͤrde, indem man 

x+(ıtm)s, yrıtm)a, z+(r+m)y u. ſ. wm... 
- an der Stelle von x, y, z, u. fr w. fegte, und welche 
durch die Entwicklung | 

fo y»z.)+1(1m) /n 
+ (1m) Aı) + (tm) 3) +u.f m 
geben würde. - 

Es muͤſſen alſo diefe bepden Entwidelungen identiſch 
ſeyn, und daher die &lieder, weiche dieſelben Dimenſio⸗ 
nen von a, B, y, u. f. w. enthalten, einander gleich ſeyn, 
was übrigens auch immer die Größe m feyn mag. Wan 

wird Daher folgende Vergleichungen haben: 
FÜ) +m/f{ı) = (1+m) f.1), 
KB) trm’fz)tmkı, De (ıtm) fs); ’ 
SI Hm’Agdy+m'fi, 2) tmf ı) aa 
(i +m)’f.3) 
Kı)tm'f4) 4m’ 2tm’R2, 2) 
| + mf3 1) = HAN: 
und fo weiter. 
Und wenn man noch, die mit denfelben Potenzen 


won m behäfteten Glieder, vergleicht, fo kann man 


Hieraus folgende. Wertde ziehen : 
fi, ı) = 2/2) | I 
na) — 3) fa 1) = 3/9) 
RAn3) »4la) 
Nel, 2) æ 60, 43 1) = 4fldı 
und fo weiter. 


In dem Sal von Mr. 183, wenn man die Groͤßen 


yy5 y“, u. ſ. w. für eben fo viele veränderliche une 
abhängige Größen fegt, und o, wi, “, u: fe w. für bie 
Groͤßen, um die man fie tefpective wachfen läßt, ift es 
Klar, daß die e Größen p, G R, u. ſ w. den Groͤßen 
u) 


J 
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AI), A2). f3) % few. 
und die Groͤßen p, q, r, n. f. w. den Größen: 

Su; 1), /@, 1), 3 D5 u. ſ w. 
entſprechen. Alfo geben die vorhergehenden Sormeln a 
der Stelle folgende Relationen, 

0 pe23y,y=msRufe 
wovon wir Gebrauch gemacht haben. 
Wir bemerfen noch, daß man nah -den vorherg⸗ 
henden Relationen, noch den Beweis derſelben Nummer 
‚vereinfachen koͤnnte. Denn, weil die Größe P ober Au) 
eine Erfiefunftion ift, y und = ‚mögen ſeon / was " 
wollen, fo werden alle Größen | 

Su, 2); fin 2), And kw | | 
welche 048 dr: Entwicklung von Sn):enfpringen, jede füt 
id. Srftefunftionen feyn: mithin find die Größen 

Sa) X M), u. ſ. w. 
das heißt , F . uf mw, F 
ſtefunktionenz c uf. w. 
Wir beſcka hiermit die Anwendungen. von de | 
Theorie der "tionen auf die Geometrie: Dir würden 
fie viel * „uögedehnt haben, wenn die Graͤnzen dieſes 1, 
Wert” ° erlaubt hätten; aber es if genug den We I 
vorgegei zu haben, um in, aller Strenge durch dieſee 
| Theoric : die. Eigenfhaften dee Curven uud der Ober 
aͤchen, welche von det Differenzialrehnung abhängen: 
zu zeigen. 


— 








Anwen⸗ 





Anwendung auf die Mechanik. 


Jæe werde jetzt die Theörie der Funktionen in 
‚Beziehung -auf die Mechanik betrachten. Hier bes 
sehen fih die Funktionen weſentlich Auf ber Zeit, 
welhe wie immer Durch t bezeichnen werden; und 
da die: Lage kined Punkts im Raume von rer) 
rechtwinklichten Coordinaten x, 53 2; Abhängt, fü wird 
man fich in den Problemen der Mechanik, diefe Coordi⸗ 
naten als Funktivnen von t vorſtellen. Man fann daher 
die Mechanik als Eine Geometrie bon vier Dimenſionen, 
und (die mechaniſche Analyſis als eine Erweiterung der 
geometriſchen Analyſis anfehen. 

Wir wollen zuerſt die geradlinigten Bewwegungen bes 
trachten, ind Annedinen daß x der während der Zeit t 
durchlaufene Raum ſey, fo bat Han x/ft und bie 
Bunftien /t muß fo beſchaffen ſeyn daß fie Null wird wenn 
x 6 iſt. Die einfachfte Form bon Ft ift ünftreitig at: 
diefes giebt x = at; wo a eine beftändige Größe ift! al; 
fo find bey der, durch diefe Gleichung Hotgeftellten Bewegung. 

die durchlaufene Räume immer den, feit dem Anfange der 
Bewegung, verfloffenen Zeiten proportionirt; dieſes ift dies 
jenige Eigenfhaft der Bewegung welche man gleichförmig 
nennt. Die deftändige Größe a weiche die Befiehung des 
Raums auf der Zeit ausdruͤckt, ift das Maas desjenigen 
was man bie Geſchwindigkeit nennt: dieſes ift das eins 
zige Element toelches in diefe Art von Bewegung hinein⸗ 
koͤmmt, und wodurch ſich eine gleithförmige Bewegung ver 
der andern aleichfoͤrmigen Bewegung unterſcheidet. 


II Theil. M Die 


x 
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laufenen Raum dur die Ordinate einer Linie vorteil, 


taͤglich diefe Bewegung bey Körpern welche durch ihr 


der Luft, und vonallen anderen fremden Urfachen der Vers ' 


* 





Die Beobachtung und Erfahrung hat uns gelehtt, 
daß ein auf irgend eine Art in Bewegung gefetter Koͤr⸗ 
per von felbft fortfährt fih in einer :geradlinigten und 
gleichförmigen Bewegung zu bewegen, wenn man alle Urs 
ſachen der Veränderung abfondert, welche auf ihn wirken 
koͤnnenz moransıfolgt, daß die einmal -eingeprägte Ge⸗ 
ſchwindigkeit immer diefelde bleibt, und zwar nach des 
ſelben Richtung: Dies ift das erfle Gefe der Bewegung. 


Wenn man die Zeit durch die Abſciſſe, und den durds 


fo ift klar daß diefe Linie. für die gleichförmige Bewegung 
immer eine durch den Urfprung der Abfeiffen gehende ge 
zade Linie feyn wird, und dag die Tangente des Wir 
kels den fie mit der Are macht das Maaß der Bern 
digkeit der Vewegung iſt 


186. 


Die allereinfachſte Funktion von t nach at iſt bes 
nimmt man dieſen Ausdruck für ft fo hat man eine an 
dere Art von geradfichten Bewegung welche dur die 
Gleichung x = br” vorgeftellt wird, in diefer verhalten 
fich die feit dem Anfange der Bewegung zuruͤckgelegten 
Räume wie die Duadratur der Zeiten. nu 

Die Beobachtung und Erfahrung zeigen ung au I, 


Schwere fallen, wenn man nemlih von dem Widerſtand 


änderung, abſtrahirt. Die beftändige Größe b, melde 
„das einzige Slement ift, was in die Beſchaffenheit dieſer 
Bewegung hineinkommt, iſt fuͤr alle Koͤrper an denſelben 
On der Erde, die nemliche, und hängt von der Kraft 

der 


-—-. _p.o._.- [4 
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der Schwere ab welche ſie hervorbringt, und die ohne 
aufhoͤren auf dieſelbe Art auf das Bewegte wirkt. Alſo 
pflanzt ſich nur die Bewegung vermoͤge der Kraft fort, 


welche man als eine äußere beftändig auf den Körper 


wärfende Urſache anfehen fann, und wovon der Eoefficient 
b das Maaß iſt. 

Da in diefer Bewegung die Räume in einem Yiel 
größern Verhältniß zunehmen als die Zeiten, fo nennt 
man fie befchleunigte Gefchwindigkeit, und ing befons 
dere nennt man die in redefiehende, Die gleichförmig 
befhleunigte, davon wir die Urfache fogleich fehen 
merden, | 

Wenn man bier die Zeit durch die Abfeiffe, und den 
durchlaufenen Raum durchidie Drdinate einer Curve vors 
fellt, fo ſieht man dag dieſe Curve eine Parabel ift, des 


ten Paränieter — iſt, und deren Hauptaxe die Are von 


den Drdinaten y if 


Die einfachfte Vewegung, nach der welche toir fü 


‚eben betrachtet haben wuͤrde diefe fen, wo x == er’ if; 


“wir fehen aber in der Natur Feine folhe einfache Bewe⸗ 
"gung von diefer rt, und miffen auch nicht was der 
Eoefficient c vorftellen Fünnte, indem man ihn auf eine 
abſolute Art und unabhängig von den Geſchwindigkeiten 
und Kraͤften betrachtet: 

Diefes find die einfachen Bewegungen woraus ‚alle 
andere Arten von Bewegung als zufammengefegt. betrach⸗ 


‚ten werden fünnen, und Die Kunft der Mechanik beſteht 


in diefer Zufemimenfegung nnd Zerfegung, meraus die 


Berhaͤltniße -ziifchen den Zeiten, den Räumen, den Ge 


ſchwindigkeiten und den Kräften entfpringen, 


Mi ig7, 


% 
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187. | 

Denn man dıe fo eben betrachteten beyden Arten bon 
Bewegung vereinigt, fo Hat man eine Bewegung die vo 
die Gleichung 

x at bt | 
vorgeftellt if, die daher aus einer gleichfotmigen und eu 
ner gleichfoͤrmigen beſchleunigten zuſammengeſetzt iſt, und 
aus der Vereinigung der beyden Urſachen jentſteht, wel⸗ 
che jede von. ihnen ins beſondere hervorbringen kann, das 
Heißt, aus einer urſpruͤnglich eingepflaneten Geſchwindiz⸗ 
keit die a proportional iſt, und aus der befchleunigendeh 
beftändig auf das Bewegte wuͤrkenden Kraft die db pres 
portional ift. 

Die Natur zeigt und auch die Zufammenfegung bie 
fer beyden Bewegungen, ben ſchweren fenfrecht von ehe 
Binunter oder von unten hinauf getworfenen Körpern, 
wenn man von den Widerftande der Luft und allen ar- 
fremden Urfachen abftrahirt. Bey Körpern welche ſenkrecht 
von oben herunter geworfen werden, wuͤrkt die Kraft b, 
in der Richtung der Kraft felbft, wie wir es vorausfeges 
aber hen Körpern welche fenkrecht von unten hinauf ge⸗ 
worfen werden, wirft die Kraft b im entgegengefegten 
Ginne, und wird daher negativ: fie beftrebt fich al 
die Bewegung des Körpers zu hemmen, und heißt alsdem 
verzoͤgernde Kraft. Die Beweguug felbft wied is 
Diefem Kalle Hleichförmig verzögernd genannt. _ 

Wir fehen duch die Beobachtung, daß, in der Ir 
{ammenfegung biefer beyden Bewegungen, jede von hey 
den ſich ſo erhält als wenn fie allein in dem Bewegten bes 
findlich wäre fo daB der, am Ende irgend eines Zeit 
raums, durchlaufene Raum, genau die Summe ode 
‚Difleren der Räume ift, welche das Bewegte kraft der 
beyden 
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Wenden Urfachen welde die benden Bewegungen, hervor⸗ 
Bringen für fi durchlaufen haben wuͤrde; fo daß das 
Befultat das heißt der durchlaufene Raum derfelbe ig, 
oals wenn man die beyden Bewegungen für fich und fürn 
eeſſive fratt gefunden hätten, 


188. 

Bir wollen jetzt irgend eine getadlinigte durch die 
Gleichung x = ft vorgeftellte Bemweaung betrachten. Am 
„Ende der. Zeit € wird das Bewegte den Raum ft und 
amı. Ende der Zeit t + « der Raum ser ) durch⸗ 
‚"ufen haben: es wird daher die Differenz 

(t + 9. — ft der während der Zeite durchlaufene Raum 
ð ſeyn welche den Augenblick als ſich die Zeit t endigte ans 
ſing. Wenn die Funktion ft he) nach den Potenzen 
agon 9 Eentwichel® wird, fo erhält man 


fttift+ — ferufm 
wie wir es im erften Cheile geſehen haben; mithin wird 
Der während der Zeit a durchlaufene Raum durch die 
Fermel 
yet pur = fi + wtf w. 

borgeſtellt ſeyn, worin die, * der Zeit ⸗ verfloſſene Zeit 
ewjetzt als eine beſtaͤndige Größe anzuſehen iſt. Alſo die 
Bewegung mit welcher dieſer Raum durchlaufen iſt, wird 
daher aus verſchiedenen partial Bewegungen zuſammen⸗ 
geſetzt ſeyn, die der Zeit 4 entſprechenden Räume find. 
alſo | 

— _ re fr, a. ſ. w.: 


u man flieht, da die * dieſer Partialbewegungen mit 
M3 einer 


iſt auf dieſelbe Art finden, daß das Merkmal wodurch J 
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man erkennen kann ob dieſe urſpruͤngliche Funktion ſelbß 
eine Erſtefunction iſt, mit in der Sein | iu 
a — 42 — u. ſ. w. = 
enthalten iſt, moraus, wenn man für * PR d u. m. 
ihre Werthe (Mr. 172) ſubſtituirt wird | 
FE) ld +3 f Gy — u. ſ. w. mu 
ao, wird dag Syſtem dieſer Gleihung in der oben. 
gefundenen Gleichung das Kennzeichen enthalten, nach 
welchem man beurtheilen kann, ob die Sunftion 
fx ya Yı5 Yon.) 
ſelbſt die Zweytefunktion einer Funktion von 
x, y, y“ y“, u. ſ. w. 





iſt oder nichts und ‘fo weiter. 


Diefe verfhiedene Gleichungen entſprechen dem wat 
man in der Differential: Rechnung Bedingung der Fate: 
grabilität nennt, und womit man fi in jegigen Zeiten, 


ſo viel befchäftigt hat. Wit begnügen uns hiermit, auf 


eine direste und. ftrenge Art die Principen von der Webers 
einſtimmung diefer Gleichungen mit denjenigen des Mas 
eimum und Minimum der urfpränglichen Zunftionen 
feftgefegt au haben; - und mas dem Gehrauch dieſer 


.  Bedingungsgieichungen betrifft, fo verweiſen wir auf die 
verſchiedenen Werke Die davon handeln. 


. 184. 

Obgleich die in vorhergehenden Paragraphen anges 
wandten Relationen zmifchen den erften: Gliedern p g 5 
u kw, aus der Sntwickelung der Größen P, Q, R, u. 
ſ. w und, dieſen nemlichen Groͤßen, leicht aus der allge⸗ 


meinen Formel von der Entwickelung der Funktionen abs 


geletet werden koͤnnen; fo würde es doch ſehr Ba 
ſeyn, 
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feon ‚dw mehreren Belegenheiten das allgemeine Geſetz 
gu erfennen, welches zwifchen den Gliedern der urfprüngs 


dien Sntwicelung und denen der neben Entwidelungen 


ſtatt haben mn; wir werden daher diefes allgemeine Ges 
ſetz auf eine directe Art darftellen, dieſes foll als Sup⸗ 
plement zu der Theorie von der Sntwidelung der Funk⸗ 
tionen dienen, melde im erſten Theile dargeſtellt iſt. 
Wir wollen, ganz allgemein eine Funktion ' 
SC y, 2164) 

bon mehreren beränderlihen unabhängigen Sröfen x,y%, 
in fe w. betrachten, und annehmen daß durch die Sub⸗ 
fitution von x >, y — A, z +9 u fe w. an der 
Stelle von x; y, z u. ſ. w. und dur die Entwidelung 
nach den Potenzen und Producten von 4, A, », u. i w., 
dieſe Aunftion ſich in 

yon) FTD F a) +3) + t w. 
kerivandeln. 

Ich bezeichne durch fCı) die Summe von allen Glie— 
dern wo die Größen =, 4, v, u. ſ. w. in der erſten Dis 
menfion feyn werden, dur /(2) die Summe von allen: 
GSliedern wo dieſe nemlihen Größen zwey Dimenfionen 
Bilden werden, und fo meiter. 

Wir wollen fggner vorausfegen, daß, indem man die: 
ſelbe Subſtitution und dieſelbe entwicklung in den Funk⸗ 
tionen | 

Nm, FC), FT) ſ. w. 
vornimmt, ſie fich in folgende verwandeln 

A A, Mi, ) u. ſ. | 

Na) FED HAB) ꝓ62, ) u. ſ. w. 

fa) AZ, 1) +32) +33) + u he m 

wo ic) der 
fu 2), Au, 2), © . w. 
die 
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die auf einander folgende Stellen der Glieder aus der 
Entwicklung von fir) bezeichne, fo daß, weil die Größen : 
“My, u. |. 10. von der erften Dimenfton in Ar) find, fie 
zwey Dimenfionen in /Cı, ı) drey Dimenfionen in /un 2) 
und fo fort in den andern, bilden werden, Man fieht 
aus diefer Bezeichnung, daß ganz allgemein die durd 
fim, n) angedeutete Größe alle Glieder aus der Entwick 
lung von /m) enthalten wird, wo die Größen Ban 
u. f. m. m + n Dimenflonen bilden werden. 


Dieſes votausgeſetzt, wollen wir annehmen / del 
ſogleich 
Hart tm 

in der Sunftion Ä 





— 

fuel würde, fo wird fie alsdann werden’ Ä 

Ra y, 2. + DI tr ruf 
und wenn man ferner in dieſer Größe 
J xtmsytmisictm , 

für 3, y, 2; fubfituiete, fo ift es klar, daß ifie Menden 
wuͤrde | | 
Xx, y. za) 0) +73) F/O) FUT. m - 
+rf) Fmf/o)+mn/e))rutm . 
mn dm 2) EMI) P. u. ſ. w 
+ mf(3, 1) + m{f(3 2) #nf(2,3) Fa. fm 
+mfiz, ı) + m/f 2) + n, 3) tu. ſ. wm 
* und ſo weiter. 


Von einer andern Seite, iſt es leicht Esther, 348 
diefe Heyden auf einanider felgenden Subſtitutionen einer 
einzigen Subfitution gleichbedeutend find, weiche man in 
der Funktion 
Ax, J. 2. e .) 

" made 


—, .--. 
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machen wuͤrde, indem man 


x+(1tm)s, ytitm)A, zt(itm)y uf m . 


an der Gtelfe von x, y, z, u. fr w. fegte, und welche 
- durch die Entwicklung 


fx, y 2...) + ı (ı+m) fi) 
+ (1:#m)' Au) + (1+m)'/3) P u. ſ. w. 
geben würde. 
Es muͤſſen alfo diefe beyden Entwickelungen identiſch 
ſeyn, und daher die Glieder, welche dieſelben Dimenſio⸗ 
nen von =, A, y, u. ſ. w. enthalten, einander gleich ſeyn, 


was übrigens auch immer die Größe m feyn mag. Man 


wird Daher folgende Bergleichungen haben: 
FÜ)+mSQı)= (1+m) f.1), 
Ka)tmf)tm/ı, De(itm)fla), 
SDdrn Adrm'fi »)tmf{a, ı) a 
(i+m)’f3). 
K)rm’f4) +m’ft, 3)tm’Rz, 2) 
+ mf3,D) = (ı rein ' 
and fo weiter. 

Und wenn man noch, die mit denſelben Potenzen 
son m behafteten Glieder, vergleicht, " fann man 
hieraus folgende Werthe ziehen : 

fu) = 2/2) 

fin2) = 3/3), fü, 1) = 3/9) 

Kı3) = 4fla): 

Kaya) = 0/44, 6 1) = 44. 
und fo weiter. 

In dem Sail von Nr. 183, wenn man die Groͤßen 
y,y5 y“, u. ſ. w. für eben fo viele veränderliche une 
abhängige Größen fept, und ⸗, », a’, u. f. w. für die 
Stößen, um die man fie vefpective wachfen läßt, ift es 
klar, daß die Größen P, & R, u, ſ. w. den Größen 

X) 


u \ 


vorgezet zu haben, um in, aller Strenge duch dieſe 
| | <heoric : die. Eigenfihaften der Curven uud der Ober⸗ 

Aächen, welche von der Differenzialrehnung abhängen 
zu zeigen. 
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\ SD, 2) [Ds % fa. 
und. die Größen p, q, r, n. f. pw. den Größen: 

Su; 1), M2. 1); 3 dw f. w. 
entfpreihen Alfo geben die vorhergehenden Boeieln a 
der Stelle folgende Relationen, ' | j 

p 2.2 1 3R. u. — 
woron wir Gebrauch gemacht haben. un 
Wir bemerfen noch; daß man nad: den borhetge⸗ 
hende Relationen, noch. den Beweis derſelben Nummer 
vereinfachen koͤnnte. Denn, weil die Größe P ober f(ı) 
"eine Erftefunftion ft, y und “= mögen on, was 4 
wollen, fo werden alle Größen | 

Sad, fun 2), Andi - 
welche 048 dr: Entwicklung von Sn:enfpringen, jede fe 
Gg Leſtefunktionen ſeyn mithin find die Größen 

Sa), A wm ſ. w. = 

das heißt , P u.fm, Bu 

Et tefunftionen ce u. ſ. w. | | 
Wir befk' :n biermit die Anwendungen, bon dur 
Theorie der Ktestionen- auf die Geometrie: Wir würden 
Fie viel * „uögedehnt haben, wenn die Graͤnzen diefek . 
Merk” : erfaubt hätten;. aber es iſt genug den Weg | 
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Anwendung auf die Mechanik. 


J⸗ werde jetzt bie Thedrie der Funktionen in 

‚Beziehung -auf die Mechanik betrachten. Hier bes 

nehen ſich die Funktionen weſentlich Auf bet Zeit, 

weiche wie immer durch t bezeichnen werden; und 

da die: Lage eines Punkte im Raume von Dre) 

rechtwinklichten Coordinaten x; j. 2; aͤbhaͤngt, fü wird 

man fi in den Problemen der Mechaͤnik, diefe Coordi⸗ 
naten als Funktionen don t vorſtellen. Man fann daher 

die Mechanik ald eine Geometrie bon Hier Dimenfiöneit, 
und (die mechaniſche Analyſis als eine Erweiterung der 

geometrifchen Analyſis anfehen. 

Wir wollen zuerft die getadlinigten Bewegungen be⸗ 
trachten, und annehmen daß x der waͤhrend der Zeit t 
durchlaufene Raum ſey, ſo bat man x ft, und bie 
Zunktion Zt muß fo beſchaffen ſeyn daß fie Null wird wenn 
x = öift: Die einfachſte Form bon Ft ift ünftreitig at; 
diefes giebt x = at; mo a eine beftändige Groͤße iſt: als 
fo find bey der, durch diefe Gleichung Horgeftellten Bewegung 
die durchlaufene Räume immer den, feit dem Anfange der 
Bewegung, verflofienen Zeiten Proportionirt; dieſes ift dies 
jenige Cigenfchaft der Bewegung welche man gleichfdrmig 
nennt. Die beſtaͤndige Größe a welche die Beziehung des 
Raums auf der Zeit ausdrüdt, ift das Maas desjenigen 
was man die Gefchwindigfeit nennt; dieſes ift dag ein⸗ 
zige Element welches in diefe Art von Bewegung hinein⸗ 
koͤmmt, und wodurch ſich eine gleichförmige Bewegung von 
der andern aleichfoͤrmigen Bewegung unterfeheidets 


II Theil. M Die 


\ 


taͤglich diefe Bewegung bey Körpern welche durch ihte 


‚änderung, abſtrahirt. Die beftändige Größe b, melde 
das einzige Element iſt, was in die Beichaffenheit diefer 


Ort der Erde, die nemliche, und hängt von der Kraft 


* 
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Die Beobachtung und Erfahrung hat uns geiehit, 
daß ein auf irgend eine Art in Bewegung geſetzter Koͤr⸗ 
per von felbft fortfährt ſich in einer 'gesadlinigten und ' 
gleihförmigen Bewegung zu bewegen, wenn man alle Urs 
ſachen der Veränderung abfondert, welche auf ihm wirken 
koͤnnenz mworanstfolgt, daß die einmal -eingeprägte Ges 
ſchwindigkeit immer diefelbe bleibt, und zwar nah der 
felden Richtung: Dies ift das erſte Geſetz der Bewegung. 

Wenn man die Zeit durch die Abſciſſe, und den durch⸗ 
laufenen Raum durch die Ordinate einer Linie vorſtellt, 
ſo iſt klar daß dieſe Linie fuͤr die gleihförmige Bewegung 
immer eine durch den Urſprung der Abſeiſſen gehende ge⸗ 
rade Linie ſeyn wird, und daß die Tangente des Win⸗ 
feld den fie mit der Age macht das Maaß ber GBeſchwin 
digkeit der Vewegung iſt 


| 186, 
Die allereinfachſte Funktion von t nah at ift bei - 
nimmt man diefen Ausdruck für ft fo hat man eine ar 
dere Yet von geradfichten Bewegung welche durch die 
Öleihung x = bt? vorgeftellt wird, in diefer verhalteh |, 
fich die feit dem Anfange der Bewegung zuruͤckgelegten 
- Räume wie die Quadratur der Zeiten. 
Die Beobachtung und Erfahrung zeigen ung au 


Echwere fallen, wenn man nemlich von dem Widerftand 
der Luft, und vonallenanderen fremden Urfachen der Vers 





Bewegung hineinfommt, ift für alle Körper an denfelben 


der 
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e Schwere ab melde fie hervorbringt, und die ohne 
thören auf diefelbe Art auf Das Bewegte wirft, Alfo 
anzt fi nur die Bewegung vermöge der Kraft fort, 
(he man als eine. äußere beſtaͤndig auf den Körper 


irkende Urſache anfehen kann, und wovon der Eoefficient 


das Maag iſt. 

Da in diefee Bewegung die Räume in einem viel. 
Kern MWerhältniß zunehmen als die Zeiten, fo nennt 
in. fie beſchleunigte Gefhwindigfeit, und ins beſon⸗ 
re nennt man die.in redeftehende, die gleichföärmig 
ſchleunigte, davon wir die Urſache ſogleich ſehen 
rden. J 
Wenn man hier die Zeit durch die Abſciſſe, und den 
rchlaufenen Raum durdidie Ordinate einer Curve vor⸗ 
it, fo ſieht man daß dieſe Curve eine Parabel iſt, 1des 


n Parameter J iſt, und deren Hauptaxe die Are von 
n Drdinaten y iſt. . . 


Die einfachſte Vewegung / nad ber welche wir fo 
en betrachtet haben wuͤrde diefe fepn, wo x = cr? iſt; 
ie ſehen aber in der Natur feine folche einfache Bewe⸗ 
üg von diefer Urt, und wiſſen auch nicht was der 
jefficient e vorftöllen- Fönnte, indem man ihn auf eine 
‚fofute Art und unabhängig von den Geſchwindigkeiten 
ıd Kraͤften betrachtet: 

Diefes find die einfachen Vewegungen worbaus "ale 
dere Arten von Bewegung als zufammengefegt betrach⸗ 
n- werden koͤnnen, und die Kunft der Mechanik beſteht 
dieſer Zuſammenſetzung nnd Zerlegung, weraus. die 
erhaͤltniße zwiſchen dein Zeiten,: den Räumen, den Ges 
Yoindigfeiten und den Kräften entfpringen, 


% Ba Fr Ri ig, 
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| 187. | . 
Wenn man die fo eben betrachteten bepden Arten bon 
Bewegung vereinigt, fo Hat man eine Bewegung bie vr 
die Gleichung 
x at tr be? | 
vorgefellt ik, die daher aus einer gleihförmigen und eu 
ner gleichfoͤrmigen befchleunigten zufammengefegt if, und 
aus der Vereinigung der beyden Urfachen sentficht, weis 
&e jede von. ihnen ins befondere hervorbringen Fann, dab 
Heißt, aus einer urfpränglich eingepflaneten Geſchwindie⸗ 
feit die a proportional ift, und aus der befchleunigendet 
beftändig auf das Bewegte würfenden Kraft. die db pres 
portional ift. | 
Die Natur zeigt und auch die Zufammenfegung bie 
fee beyden Bewegungen, ben ſchweren fenfrecht von abet 
Binunter oder von unten hinauf geworfenen Körpern, 
wenn man von den Widerftande der Luft und allen an 
fremden Urfachen abftrahirt. Bey Körpern welche ſenkrecht 
von oben herunter geworfen merden, wuͤrkt die Kraft b, 
in der Richtung der Kraft felbft, wie wir es vorausſetze 
"aber hey Körpern welche fenfrecht von unten hinauf ge 
worfen werden, wirft die Kraft b im entgegengefegten 
inne, und wird daher negativ: fie beftrebt ſich al 
die Bewegung des Körpers zu hemmen, und heißt alsdenn 
verzoͤgernde Kraft. Die Beweguug felbft wird is 
Diefem Falle Sleichförmig verzögernd genannt. . — 
Wir fehen duch die Beobachtung, daß, in der Ir 
fammenfegung biefer beyden Bewegungen, jede von bey 
den ſich ſo erhaͤlt als wenn fie allein in dem Bewegten bes 
indlich wäre fo daß der, am Ende irgend eines Zeits 
raums, Durchlaufere Raum, genau die Summe ober 
‚Difleren der Räume ift, melde das Bewegte kraft der 
deyden 





lauf die Mechanif. ı8r - 
eyden Urſachen welde die benden Bewegungen, hervor⸗ 
eingen für ſich durchlaufen haben wuͤrde; ſo dag das . 
tefultat das heißt der durchlaufene Raum derſelbe if, 
8 wenn man die beyden Bewegungen für ſich und ſuc⸗ 
five hatt gefunden hätten, 


188. 


Bir wollen jekt irgend eine getadlinigte durch bie 

feihung x = ft vorgeftellte Beweaung betrachten. Am 

ade der Zeit t wird das Bewegte den Raum ft und 

ri. Ende der Zeit t + «der Raum /Ct. + 0) durch⸗ 

ufen haben: es wird daher die Differenz = 

t+0),— ft der während der Zeite durchlaufene Raum 

un, welche den Augenbfic als ſich die Zeit t endigte ans 


4. Wenn die Funktion fr te) nah den Potenzen 


n 9 entwicel® wird, fo erhält man 
 fttife+ — fe uf ® 
e tin es im erfien Theile gefehen haben; mithin wird 
: während der Felt durchlaufene Raum durch bie 
mei 
ye+Z — fr = fi + uf. 


geftellt ſeyn, wech die, * der Zeit ⸗ verfloſſene Zeit 
tzt als eine beftändige Größe anzuſehen iſt. Alſo Die 
wegung mit welcher dieſer Raum durchlaufen iſt, wird 
ver aus verfchiedenen partial Bewegungen zuſammen⸗ 
etzt ſeyn, die der Zeit 4 entfprechenden Räume find. 
) Ä | | 
fi - _ Pt fr, u. ſ. ws; 


r man fieht, det die 4 dieſer Vartalbemetungen mit 
M 3 einer 


\ 
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‚einer dur fi gemeffenen Geichwindigkeit einerley id R 

- (Rr, 185), und daß die zwedte diefer Partialbewegungen J 
gleichfoͤrmig beſchleunigt ſeyn wird, und eineg 2x pre 
·portionalen deſchleunigenden Kraft angehoͤrt. 


Was die anderen betrifft, ſo wird eg, da ſie ſich anf 

feiner einfachen befarnten Bewegung beziehen, nicht noths 

wendig feyn, fie beſonders zu Betrachten, und 'ich werde 

jetzt zeigen, daß mau bey der Beſtimmung der Bewe⸗ 
gung am Anfang der Zeit 4 davon abſtrahiren kann. 


In der That, wenn die Funktion Arts) nad der 
allgemeinen Formel von Mr. 7: entreichelt wird, ſe 
hat man 

RrIft + Zr" (ta, 


wo A einen unbefannten Coefficienten bedeuten, deſſen 
Werth nothwendig zreifhen o und 1 KAthalten if; fo 
daß der in der Zeit 0 durchlaufene Kaum genau durch 

die Formel : 


fit +2 fin + Fer a 6), 


ausgedräct wird. Die beyden eefen Glieder ftellen;, wie 
man ſieht, die aus einer gleichfoͤrmigen und gleichfoͤrmig⸗ 
beſchleunigten zuſammengeſetzte Bewegung vor; das dritte 
ftelit die Tatals Summe der andern Bewegung vor, wel⸗f 
che ſich mit der etſtern combinirt, und verhindert, daß 
die wahre Bewegung ein einfaches Reſultat von dieſes 
Heyden ſeyn Fann. Aber ich bemerfe, daß man 4 Flein' 
genug nehmen fann, damit or aus den heyden Gliedern | 


fer fi 
zufammengefegte Bewegung fich mehr den währen Bewe⸗ 


gung nähere, ale es nur irgend eine andexe aus ein 
gleich⸗ 


⸗ 
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gleihförmigen und gleihförmig beichleunigten Bewegung. 
zufammengefegte Bewegung fönnte. Denn man fann 
den Unterfchied zwifchen den während der Zeit « durch 
die’ in redeſtehende zufammengefehte Berwegung und zwis 
ſchen den durch die wirkliche Bewegung durchlaufenen 
Raͤumen durch 


er 
2 Fern 


ausdräcden; aber der durch eine ganz. andere, aus eines 
gleichfoͤrmigen und gleichförmig. befchleunigten Bewegung, 


zaſanmengeſetzte Bewegung durchlaufene Naum wird 


| 






X 


| 


nah Nr. 187 dutch 
:arb ee 
vorgefteit, der Unterſchied zwiſchen diefem Raume und 


dem wuͤrklich durchlaufenen ift 


KR) IH Pula 


es iſt leicht duch ein den in Me. 111 ähnlichen Raifonnes 
ment darzuthun, daß, um fo viel auch = und b von. fe 
und zf't unterfchieden find, man doch immer + Flein 
genug nehmen koͤnnen, damit dieſe Iegte Differenz die 


- gefte- übertreffe, und daß, fo lange als dieſe Bedingung 


für einen Werth von + ftatt Bat, fie um fo viel mehr 
für- jeden. kleinern Werth, ſtatt haben werde, Alſo druͤckt 
das. Glied et alles. dasjenige aus, was nur gleichfoͤr⸗ 
miges in der vorhergehenden Bewegung ſeyn kann, beym 


Anfang der. Zeit I betrachtet, und das Glied * fut 


druͤckt eben ſo alles dasjenige aus, was nur gleichfoͤrmig 

beſchleunigtes in dieſer Bewegung ſeyn kann. 
WMan kann hieraus ſchließen, daß jede durch die 
@leihung x m ft. vorgeftellte geradlinigte. Bewegung, in 
| Ma irgend 


% 
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irgend einen Augenblick am Ende der Zeit t, als aus 
einer gleichfoͤrmigen Bewegung welcher eine dem Beweg⸗ 
ten eingepraͤgte durch t gemeſſene Geſchwindigkeit zu. 
koͤmmt, und aus einer gleichfoͤrmig beſchleunigten Be⸗ 
wegung, welcher eine’ heſchleunigende Kraft zukoͤmmt, 
die auf das Bewegte wirft und Zt oder blos fir pros, 
portional ift, zuſammengeſetzt betrachtet werden kann; 
und daß daher, wenn die Urſachen, welche perhindern, 
dak die vorgegebene Bewegung gleihfärmig bleibt, ° 
plöglih zu wuͤrken aufhörten, dig Bewegung von Diefem | 
Augenblick an auf eine gleihförmige Art mit einer durch . 
“fr gemefienen Geſchwindigkeit fortdaurgn würde: und . 

daß wenn die Wuͤrkung diefer Urſachen, ftatt Null zu 
werden, beftändig würde, die Bewegung alsdann aus 
einee gleichförmigen Bewegung, von welcher wir fo eben 
gefprochen haben, und aus einer gleihfürmig beichleus 
nigten denſelben Augenblick anfangenden Bewegung Fraft 
einer heſtaͤndigen beſchleunigenden und fr proportionalen 
Kraft, zuſammengeſetzt ſeyn wuͤrde. 

Mehrere Erſcheinungen in der Natur, und beſondert 
die: Reiultate von verfchiedenen Erfahrungen die man 
über den Kalk der Körper gemacht hat, beftätigen vol: 
fommen den Schluß, welchen wie jet gefunden haben, 
und der ald Zundamental:Princip in der ganzen Theorie 
der Veweguns angeſehen werden muß. 


189. 


Alſo wird Überhaupt, in einen geradlinigten Bewe⸗ 
gung, in welcher der ducchlaufene Raum eine duch die 
verfloffene Zeit gegebene Funktion ift, die Erſtefunktion 
dieſer Funktion die Gefchwindigceit, und die Zwentefunfs 
sion die veſcleuntgende graft in irgend einem ein 


eur 
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vorſtellen; denn, da die Zeiten, die Raͤume, die Ge⸗ 
ſchwindigkeiten und die Kraͤfte ungleichartige Dinge ſind, 
welche man nicht mit einander vergleichen kann, ohne 
fie vorher in Zahlen zu veduriren, indem man jedes auf 


‚eine beſtimmte Einheit feiner Ant bezicht; fo Fonnen wir 


mehrer Einfachheit wegen, die Geſchwindigkeit und die 
Kraft unmittelbar durch die Erſte- und Zweytefunktio⸗ 
nen ausdräden, fo mie wir den Raum dur die urz 
fprünglihe Zunftion ausdrüden werden. Woraus man 
fieht, daß. die Erften und Zweytenfunktienen auch ganz 
natürlich in der Mechanik vorfommen, mo fie einen bes 
ſtimmten Werth und eine beftimmte Bedeutung haben: 
diefes brachte eben dem Newton dahin, auf die Betrach⸗ 
tung der Bewegung den Flugionen Calcul zu gränden. 
Alſo find, der Raum, die Geſchwindigkeit und die Kraft 
als Funktionen der Zeit betrachtet refpeftive durch Die 


‚urfpränglihe Kunftion, durch ihre Grftefunftion und 


durch ihre Zmentefunftion vorgeftellt; fo dag wenn man 
den Ausdruc für den Raum durch die Zeit fennt, man 
fogleih die Ausdrücdungen für die Geſchwindigkeit und 
für die Kraft durch die directe Analyfis der Zunftionen 
heben wird; aber wenn man nur die Gefchmwindigfeit 
pder Die Kraft durch die Zeit kennt, fo müßte man als⸗ 
denn zu den urfpränglihen Gleichungen nach den Regeln 
dee urſpruͤnglichen Analyſis zuruͤckgehen. 


Wenn man alſo durch x den waͤhrend der Zeit t 
durchlaufenen Raum bezeichnet, und x als eine Funk⸗ 
tion von + anfieht, fo Hat man nad den bisher anges 
wandten Bezeichnungen. x’ für ſdie Befchwindigfeit am 
Ende oiefer Zeit, und x“ für die befchleunigende Kraft 


1 


in demſelben Augenblick; woraus man fieht, daß wenns 


N; 
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das Geſetz der Bewegung dreh eine Relation zwifchen 
der Zeit, dem Raume der Gefdhmwindigfeit und der 
Kraft gegeben ift, man eine Gleichung von der zwenten 
Drdnung zwifchen €, x, x’, x”, haben wird, woraus 
man die urfprüngfihe Gleichung ineinx nach 
den Regeln der umgefehrten Analyſis der Zunfs 
tionen ziehen fann, und man wird die bey⸗ 
den beſtaͤndigen willkuͤhrlichen Groͤßen welche in dieſer 
u &feihung mis hineinfommen, durch die gegebenen Ber, 
the von x find von x’ in einem gegebenen Xugenblid 
befimmen, das heißt, dur den Raum und duch die 


Gefehwindigkeit, welde man in dieſem Augenbli als 


befannt vorausſetzt. 


In dee durch die Gleihung x == ar vorgeſtellten 
gleichfoͤrmigen Bewegung, bat man daher , xU=o, 
alfo drüdt der Eoefficient, als Verhältnig des durchlaw 


- fenen Raums zur Zeit, die Gefchwindigfeit aus, und die | 


befchleunigende Kraft it Null. In der gleichförmig bes 


fhleunigten duch x = bt” vorgeftellten Bewegung 


hat man x! = abt und x’ —= 3b. Alfo ift die Geſchwin⸗ 
digkeit in irgend einem Augenblicke der feit dem Anfange 
der Bewegung verfloffenen Zeit proportional, Das Ber: 
hältnig zwifchen der Gefchwindigfeit und der Zeit druͤckt 
die befchleunigende Kraft aus, und iſt das Zwiefache des 
Verhaͤltuiſſes zwiſchen dem durchlaufenen Kaume, und 
sem Quadrate‘ der Zeit. Die immermährende . und 
gleihförmige Vemehrung der Geſchwindigkeit in dieſer 
Air von Bewegung hat ihr den Nahmen gleibförmig 
beſchleunigte Bewegung gegeben. 


Das aller einfachfte und natärkichfte Mittel die bes 
(aianigenden Kräfte zu vergleichen, iſt, daß man die 
Kraft 


auf die Mechanik, 187 


Kraft der Schwere an einem argebenen Ort für die 
Einheit annimmt, Man hat daher für die ſchweren 
Körper | 
. ab — J und b 33 


t8. 
alſo x —, t V 2 
2 


ſo dag man die Geſchwindigkeit durch die Quadratwurzel 
aus der doppelten Höhe befiimmen fann, von welcher 
ein fchwerer Körper fallen muß, damit er diefe Ges 
fehwindigfeit erlangt. Wenn man alfo eine gegebene Ger 
ſchwindigkeit für die Einheit der Gefchwindigfeiten an« 
‚nehmen will, ſo muß man für die Einheit. der. Räume 
noͤthwendig die doppelte Höhe nehmen, um fie hervor⸗ 
zubringen. 


190. 


Wir haben jetzt die Natur und die Eigenſchaften ber 
geradlinigten Bewegung unterſucht; die Frumlinigte Bes 
wegung reducirt fih ganz nathclich auf zwey oder drey 
geradlinigte Bewegungen, je nachdem die durch das Des 
wegte beichriebene Curve einfache oder doppelte Kruͤm⸗ 
mungen bat. In der That, wenn man diefe Eurve auf 
zwey oder drey rechtwinkelige Coordinaten x, y, z, bes . 
‚zieht, fa iſt es far, daß für jeden Augenblick die Be⸗ 
ſtimmung des Punfts der Eurve mo fi das Bewegte bes 
findet, von dem Werthe diefer Coordinaten in demſel⸗ 
den Augenblick abhängen wird; fo daß jede diefer Coer, 
dinaten eine durch die Zeit gegebene Funktion if, und 
Den geradlinigten Raum vorftellen kann, den das Bes 
‚ wegte durchlaufen hat, welches die Drojection dei wah⸗ 

zen Bewegten auf jeder der drey Axen derfelben Coer 
dinaten iſt. . | 
a, 
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Alſo, wenn die Bewegung in einer Ebene geſchieht, 
fo kann fie durch die beyden Gleichungen 
xufsyo F 
vorgeſtellt werden, wo man, wenn t eliminirt wird, die 


| SGleichung der durch das Bewegte durchlaufenen Linien 


in x und y bat; Wenn die Bewegung in. verfchiedenen 
- Ebenen geſchieht, fo kann fie algdenn durch die drey 
Gleichungen N - 

xs=fy=Fhıı=e, Ä 
vorgeſtellt werden, wo man, wenn ft eliminirt wird, 
zwey Gleichungen in x, y, z, haben wird, welche die 
durch den Koͤrper in doppelter ehmmung befchriebene 
Linie beſtimmen. 


1910 
Wir wollen vorausſetzen, daß die drey, ſich auf 
Aren x, y, 2, beziehenden Bewegungen gleichfoͤrmig 
fo hat man | 
xaay=b,z2=ct 
wenn a, b, c, die Gefhmindigkeiten diefer Bewegungen 
ſind. Wird ce eliminict, fo hat man | 
Ä bx ex 
yo und ıa —, 
a a 
zwey Gleichungen, welche zu einer geraden Linie ehe⸗ 
ren, die durch den Urſprung der Coordinaten geht, und 
deren Projectionen auf den Ebenen der xy und der zz 
‚mit der Are x, Winkel maden, davon bie Togenten 
* und — — 
find, Der Theil diefer den Eoordinaten - yz ale 
Herden ‚geraden Linie wird alfo feyn 
YaH4rı+DstvaHbte 
| dies 
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dies ift der, während der Zeit t Fraft der drey gleichför: 
migen Bewegungen, befchriebene Raum. Diefe zufams 
mengefegte Bewegung ift alfo auch geradlinigt und 
geichfoͤrmis, und hat eine Geſchwindigkeit gleich 

(aꝰ 4 4465). 

Was ihre Richtung anbetrifft, ſo iſt es weit einfa⸗ 
her fie auf die drey Axen der Coordinaten x, y, 2, zu 
deziehen, und es iſt ſichtbar, daß, wenn 

at, bt, et, 
die Projectionen der Linie 
tY (ap bt. c®) 
auf ven drey Aren find, die Verhäftniffe 
a e 
Varbte) Vlatb’te') Vlarb’re) 
die Cofinuffe der Winkel feyn werden, den diefe Richs 
tung mit den nemlichen ren macht. Die Snmme der 
Quadrate von diefen Eofinuffen sift, wie man fieht der 
Einheit gleich, welches die befannte Eigenfhaft der Win⸗ 
fel ift, die eine gerade mit drey andern: unter fich ſenk⸗ 
rechten Linien machen. 


192. 


Wir wollen A die Geſchwindigkeit der zuſammengee 
ſetzten Bewegung, und ⸗, B, 4, die Winkel nennen, wel⸗ 
che die Richtung dieſer Bewegung mit”. den drey Axen 
macht, ſo hat man | 

Az VY(’+b°-+c') und 
J = oo. ;- = cof ß, kl tz 
woraus man zieht 
a Acoſ.a; b ws Acof, 65 e == Acel.y, 


Man 
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Man ſieht Hieraus wie, die Geſchwindigkeit A eine 
‚gleihförwigen Bewegung nach einer gegebenen Richtung, 
fih in drey Gefchtoindigkeiten a, b, e nach unter fig 
fenfrechten Richtungen zerlegen kann. 


Wenn alfo ein Körper mit einem male zwey Beives 
gungen nach gegebenen Richtungen hätte, und mit drey 


‚unter ſich fenfrechten Linien die reſpectiven Winkel u, 8,7 J 
und A, 4,» machte, fo würden hieraus, den nemlichen 


Aren gemäß, die zufammengefegten Gefchtwindigfeiten 
Acof.a + Bcof.r, p Acolıß + Beof. m, 
Acof.y + Becof.r 


entftehen; nnd diefe Geichtoindigfeiten märden eine tin, 


“ zige Geſchwindigkeit C geben, mit einer Richtung welche 
mit denfelden Aren die Winkel #, e, H macht, dag man 
bat | | | Do 

.  Cecohe Acoſ.a + Beof.r, 

Ccof.e Acoſ. + Beof.g, 

Ccof.e = Acof.y + Bcof, rn, 

Da die Linien .. 
Acof.#, Acof.s, Acofyp.: . - 

die Projestionen auf. den drey Mren der auf der Richtunz 
der Gefhmwindigfeit A genommenen Linie A find, und fo 
mit andern aͤhnlichen Größen, fo iſt es feicht aus den 
vorhergehenden Gleichungen zu folgern, daß, wenn mak 
die eine diefer beyden Linien A und B am Ende der ans 
dern anbringt und zwar jede nach ihrer eigenen Kids 
tung, die Linie C dieſe Linien verbinden wird, fo daß 
A, B, C, die drey Geiten eines Dreyecks werden; und, 


das wenn mañ anf Den beyden, don einem Punkt außs 


gehenden, Linien A und B ein Parallelegram conſtruiet, 
die Linie ce deſſen Diagonale fepn wird, Auf dieſe Art 
reducirt fih Die Zufammenfegung und ‚Zerlegung der 


Geſchwin⸗ 
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Geſchwindigkeiten anf einen ſehr einfache gedmetrifche 
Betrachtung; für den Ealcuf iſt es noch weit einfacher alles 
vermöge der vorhergehenden Kormeln auf drey unter. fich 
fenfrechte Axen zu beziehen, welche man zu fo'viel Ges 
ſchwindigkeit als man zufanımenfegen fol, ermweitern 
Tann. 

Wir bemerfen noch, daß, wenn man den Wınfel, 
welchen die beyden von einem Puufte ausgehenden ges 
taden Linien A und B bilden A nennt, dad Quadrat 
der Linien die fie verbindet, wie befannt ıft, durch 

Aꝰ — 2ABcof.A-+B? 
ausgedruͤckt ſeyn wird. Anderſeits, wenn man die Pros 
jectionen diefer Linien betrachtet, ift es leicht zu ſehen, 
daß man daſſelbe Quadrat durch 
(aAecoſ. - — Bcofr,® + (Acof.ß — Bcoſ. a)” + 
(Acof.y — Bcof.)? = (A? FB’) - 
2AB (coſ. - col.A + cof.P eol.a + cof.y cof.») 
ausdrücken fann, woraus man, vermittelft der Ver⸗ 
gleihung 
eof. A = cof.a coſ.  cof a coſ. + cof.y cof.» 
eine Gleichung zieht, welche das Verhaͤltniß zwifchen 
dem Winkel A der beyden Linien, und Iwifchen den 
Winkeln ⸗, A, 7% und A, m, » tveldye Diefe Linien durch 
drey unter fich fenfrechten Linien bilden, anzeigt. Dieſe 
Relation ift in der fpährifchen Trigonometrie befannt; 
da wir aber in der Folge Gelegenheit finden, hiervon 
Gebrauch zu machen, fo war es uus lieb fie durch die 
Methode der Proportionen zu ermeifen. 


193: 


Die Betrachtung der gleichförmigen Bewegungen 
gab uns die Bufammenfegung und Zerlegung der Ges 
ſchwindig⸗ 
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ſchwindigkeiten; die Betrachtung der gteichförmig 0% 


ſchleunigten Bewegung wird uns eben fo die Zufammens 
fegung und Zerlegung der Kräfte geben. 

In der That, wenn wir vorausſetzen, daß die gerad⸗ 
finiäten Bewegungen nach den Arten der Coordinaten x,y,z, 
gleichförmigt befchleunigt und durch befchleunigte Kräfte 
g, h, k hervorgebracht ſind, ſo wird mau haben (NIE) 

zeigt’, y=ihh, 2 = ik, 

Die Eliminirung von t giebt 

hx kx 


ya; — — | 


woraus man ſieht, daß vie vermoͤge dieſer Bewegungen 


befchtiegene Linie, auch eine gerade durch den Urſprung dee 
Eoordinaten gehende Linie iſt. Der Theil diefer geraden | 
Linie, welcher den Coördinaten x, y, 2 entſpricht iſt daher J 
auch 

Very +) 

eve +r); 
dieſes wird der durch die zuſammengeſetzte Bewegung 9* 
rend der Zeit t durchlaufene Kaum ſehn; woraus mar 
fieht,, daß diefe Bewegung auf gleichfoͤrmig beſchleunigtiß 
und von einer beſchleunigenden Kraft "gleich 

V(g@+h’+k‘) " 
abhängt Und da die Linien Ä 
igt?, hr, Ikt?, 

Die Projectionen der Linie. 

st Yigg’ ph + k®) 
auf den drey Aren find, fo werden die Vethaͤltniffe 


— BEER h k 
vg’ EN) VetwrRy vi; — te 


bie  einufe der- Winkel ſeyn, welche die‘ Richtung der zu⸗ 
ſammengeſetzten Bewegung Mit. dei nemlichen Are macht. 
Man 
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- Man fieht hieraus, daß die Zufammenfegung der - 
gleichfoͤrmig beileunigten Bewegungen die nemlichen 

Regeln als die der gleichförmigen Bewegungen befolgen, 
und daß daher die Zufammenfegung nnd. Zerfegung der. 
Kräfte auf diefelbe Art geichieht als die der Geſchwin⸗ 

digfeiten, fo daß die in der vorhergehenden Nummer 

gefundenen Formeln, ſich ebenfall® auf - befchleunigende 

Kräfte anwenden laffen, indem man bloß die Kräfte an: 
die Stelle dee Geſchwindigkeiten fubftituiet. 

Wenn alſo ein bewegter Körper auf einmal durch, 
wen Kräfte G und H folicitiet wird nach gegebenen Rich⸗ 
tungen, deren Winfel mit drey unter ſich fenfrechten. 
finien vefpective ©, &,,y und A, , » find, fo entfliehen. 
daraus nach den Richtungen der drey Agen die zufams 
mengefegten Kräfte 

| Geof. + HecoL}, 
Gcof.ß + Hcof. u, 
Geohy F Hecof oz 
und wenn K die einzige aus dieſem hervorgehende Kraft if, 
wenn man die Winfel welche ihre Richtung mit denſel⸗ 
den ſAren macht m, &, s nennt, fo bat man bie Gleis. 
hungen , * 
Keoof.e = Gcol.a Heoſ. 
Kceof.e = Gcoß.ß + Hcof. u 
Kcoof.r = Gcof.y # HcoG, 


194. 

Wenn die Bewegungen, nach den ren der Coor⸗ 
dinaten, aus gleichfoͤrmigen und gleichförmig befehleus: 
nigten zufanimengefegt wären, fo daß man 

x 2 at P gte, y =bt+4hr?, 136 kei, 
hätte; alsdenn wird die vermdge diefer Veregungen: bes, 

I. Theil, | N ſchriebe 


1 
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ſchriebene Linie nicht mehr gerade ſeyn, ſondern ſie 
wuͤrde nur in einer nemlichen durch den ürſprung der 
Coordinaten gehende Ebene ſeyn, denn, wenn man 
aus den drey Gleichungen t und t* eliminirt, fo häne 
man eine Gleichung won der Korm | 
xpmy+nz=0o. 

Man Pann aber die drey gleichförmigen und die 
Deep gleichföärmig befchleunigten Bewegungen befonderd 
aufammenfegen; und es mürde hieraus eine aus eine. 
einfachen gleichförmigen Bewegung nach einer gegebenen 
Richtuug gehende, und einer einfachen gleihförmig de 
(&leunigten nach einer andern gegebenen Richtung ges 
hende, zufammengefegte Bewegung entftehen. 

Die Natur ftellt uns auch die Combination diefer 
Berwegungen in den fchief gegen: den Horizont geworfenen 
Körpern (projectiles) vor, mwenn man von dem Widers 
fiande der Luft adftrahirt. Die gleichförmige Bewegung, 
als Wirkung der efngeprägten Geſchwindigkeit, pflanzt 
ſich in gerader Linie fort, ald wenn fie allein waͤre; und 
die gleichförmig befchleunigte Bewegung, als Wirkung 
von der Schwerfraft des Körpers pflanze ſich auch fenk 

cht von oben bis unten fort, als wenn fie einzig In 
dem Bewegten wäre, fo daß am Ende irgend einer. 
Zeit, der Körper fih an demfelden Punkt befinden wird, 
wo er ſeyn würde, mern dieſe beyden Bewegungen fucs 
eeffive und von einander unabhängig wuͤrkten; nnd jeden - 
Augenblick hat der Körper die Gefchwindigfeit der gleiche 
förmigen und die Gefchtwindigfeit der gleihförmig be | 
fehleunigten Bewegung zugleich, und aus diefen beyden nad 
‚verfchiedenen Richtungen gehenden Geſchwindigkeiten ift 
u eſchwindigkeit des geworfenen Koͤrpers zuſammen⸗ 
“ etzt. 


88 
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Es fed H dit Höhe bon welcher ein Körper fallen 
mößte :um die. Gefchwindigfeit mit welcher der gewor⸗ 
fene Körper ſchief gegen den Horizont geworfen if zu 
erlangen, fo iſt diefe' Gefchwindigfeit durch V’2H audges 
drückt, wenn man die befchleunigende Kraft der Schwere 
ine Einheit annimmt. Ar. ıg9). Hieraus, wenn man 
die Abſciſſen x horizontal und in der Ehene der Projecz 
ttonslinie nimmt, und die Drdinaten y vertinai und vor 
oben nach unten gezogen, ferner wenn man die Neigung 
der Projectionslinie gegen den Horizont « nennt, fo wird 
man 

V(2 Heoſ. a) und VC2Uſin. 4) 
fuͤr die horizontalen und verticalen Geſchwindigkeiten ha⸗ 
ben. Alſo werden die Ausdruͤckungen von x und y 
2 tVCHcoſ. 4) und t V(2 Hſin. - — 30) 

weil die Richtung der Schwere der Richtung der Ordi⸗ 
naten y entgegengeſetzt iſt, ſo muß, das Glied It? wel⸗ 
ches der Beſchleunigung der Schwerekraft zugehoͤrt ne⸗ 
gativ genoͤmmen werdn. Wenn aus dieſen Gleichungen 
t eliminirt wird, fo hat man 


yzxtalg.e 4Heof.a: ° 


eine Gleichung von einer Parabel, woraus man die bes 
fannten Eigenfchaften von der Bahr des geworfenen 
Körpers im leeren Raume herleiten Fonntes es ift aber 
hier der Ort nicht fich hier in dieſem Detail einzulaffen 


195 
Wir wollen jegt eine beliebige Bewegung betrachten / 
and annehmen, daß die Coordinaͤten 2, y, 2; der durch 
das Bewegte befehriebenen Curde, gegebenen Funktion der 
dei t wären, wie-in Nr; 190. In irgend einem Hugens 
— Na blick 


‘ 
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blid am Ende der Zeit t, wird der Körper nach der 
Richtuug der Are der xe die Geſchwindigkeit x’ und 
die befchleunigende Kraft x” erlangt haben (Nr. 189) 
er wird gleichfalls nach der Richtung der Are der ys die 
Geſchwindigkeit y! und die befchleunigende Kraft y"; 
und nach der Richtung der Are ver z8 die Geſchwindig⸗ 
£eit 2° und die befesfeunigende Kraft 2“ erlangt haben, 
Alſo geben Die drey Gefchwindigfeiten y’, y’, 2’, die zu 
famnıengefegte Gefchwindigfeit | 
V(x” + y’! + 2?) 
welche mir u nennen tollen, deren Richtung mit den 
drey Aren die Winkel machen wird, wozu die Coſinuſe 
2 
u a' a on 
- gehören, dergeftalt, daß wenn dieſe Winkeit =, 6, v, ge⸗ 
nannt werden, man hat | 
x’ = ucofl.a, y = ucoſ. A, z. = ucol.y; 

dieſes geht aus der Theorie von Nr. 188 verbunden mitJ 
der von Nr. 191 hervor. | 
| Wir bemerfen hier zuerft, daß der Ausdrud dee ff 
Geſchwindigkeit u des Bewegten der nemtiche ift, ald de 
von der &rftenfunftion von dem Bogen der ducchlaufes 
nen Eure (Me 144); fo daf, wenn man ganz allges 
mein den durch den Körper durchlaufenen krumlinigten 
Raum s nennt, und ihn als eine Funktion der Zeit ans 
ſieht, man s’ für die reelle Gefchwindigfeit des Beweg⸗ 
ten Haben wird, eben fo, als wenn die Bewegung ge 
radlinit wäre. Wir bemerken ferner, daß die Richtung 
dieſer Gefchwindigfeit die nemliche ſeyn wird, als die 
von der Tangente der Eurves denn man fieht aus den 
Kormeln- von Nr. 140 daß y! und 2’ die Tangenten det. 
Winkel find, welche die Tangenten der auf der Ebene 


Em der 
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ee ze und ys und auf der Ebene der xe und 28 ent⸗ 
sorfenen Curve mit der Are def xe macht; da aber in 
ieten Sormeln y und = als Ennetionen von x Vorauss 
efegt find, fo muß man, um fie auf Fäle anzuwenden 
vo x, y, z als Kunftionen einer dritten‘ veränderlichen‘ 
jeöge t vorausgefegt find, nad der Bemerkung von 
tv. 63 


N Pi 
” und — 
. x’ x' 


n die Stelle von y’ und 2‘ fubftituiven, dergeftalt daß 
je in vedeftehenden Winkel var Ä 


und 


1ögedräct fenn werden: diefe Winkel find alfo dieſel⸗ 
ın ale die der Projektion auf den Ebenen derjenigen . 
nie, welche die aus den drey Gefchwindigfeiten x/,y‘, 2‘ 
fammengefegte Geſchwindigkeit befchreiben würde; mithin 
ifft Diefe Linie mit der Tangente der Eurve zufammen. 


ieraus folgt, daß, wenn die Urfahen, welche die ges _ 


dfinigte hand gleihförmige Bewegung flöhren, plöglich 
ı iegend einem Augenblidzu mwirfen aufhörten, das Bes 
egte alddann feine Bewegung nach der Tangente fort, 
gen wuͤrde, mit einer Geſchwindigkeit welche ber Er⸗ 
enfunktion des befchriebenenBogens gleich iſt. | 


196. 


Die drey befchleunigenden Kräfte x”, 'y“, 2 geben 
ven fo (Nr. 188 und 193) eine einziae durch 
‚Vz + y’ı? * za) 
asgedruͤckte Kraft welche wir P nennen wollen, und 
eren Richtung mit den] drey Aren) der Koordinaten 
| N 3 Hy 
er 2 
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x, y, 2 Winkel machen werden, wozu die Seftdufe 
_ x y“. 2“ 

P’ P’, PB 
gehören, fo Da man, wenn dieſe Winkel r p, ». genannk 
' werden, hat 

x Beoſ. 1. Pα, P coC.. | 
Wenn man alfo das Gefeß der Bewegung des Kür 
pers, das heißt die MWerthe von x, y, z, in t kennt, fa 
kann man durch diefe Gleichungen die befchleunigende 
Kraft und, ihre Richtung für jeden Angenblick finden; 
und umgefehrt, wenn man die. Kraft P mit den Win 
fein 2%  » fennt, fo wird man dien Sleichungen von 
der. zwenten Ordnung haben, welche dazu dienen x, y, 
und z zu beftimmen. Die Probleme der erfsen Art häns 
gen nur bon der. direoten Analyſis der Funktionen ab⸗ | 
und find folglich immer auflösbar. Die der zweyten Ark 
hängen von der umgefehrten Analyfis der Funktiouen 
ab, und find allen Schwierigkeiten dieſer Analyſis un⸗ 
gerworfen. 
Wenn das Bewegte mit einmal durch zwey beſchleu⸗ 
nigende Kräfte P und Q nah Richtungen. fokicitirt wuͤr⸗ 
dr, welche mit den Axen der xe, ys, 28 die Winfel ı, 
& x für die Kraft P, und =, 6 e für die Kraft Q madı 
ke, fo hätte. man nach den Kormeln der citirten Nummer 
x" = Pool‘ + Qcof.m, 
y’=Poofa + Qcoi.s 
m P coſ. £ Ocol.e; 
und ſo weiter, für jede helibige Anzahl von Kräften, 





197. 
| Wir wollen boraugfegen, daß die Richtungen der 
Kroͤfte BP. Q mit deu Kangente der: Eurne bie Winkel 
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4,7 machten, fo wird man, da in den Zormeln von . - 


Mr, 195 die Winfel ⸗, 4, x mit denen von der Tangente . 
mit den drey Axen einerley find, nach der am Ende vom. 
Nr. 192' gefundenen Formel 
Cof A m cof.m col,a  cohA col.m + cofy cohs, 
haben, und eben fo 
Col, coſ.a col,e + col,A cof.e + col.y cohr, 
Wenn alfo die drey festen Gleichungen der vorhers 
gehenden Nummer duch cof. a, Sof, 6, cof. x multiplicigt 
und zufammen addiret werden, fo hat man 
z’ cola + y’’ool.a + 2 cool, x 
= PcoßA + QcoLr. 
Wenn man für cof.“, cof.ß, cof.y ihre Werthe 
x y! a’ 
uv’wvıa 
con 195) fegt ‚und bemerkt, daß P 
x X 4 y u + z’ 204 
die Exrftenfunftion von 
Y(x'° + y’* + z'*). 
ift, das heist von s‘, und daß folglich diefe Größe gleich 
a! if, fo hat man die Gleichung, 
s' = Pcof,A + Qcof.r, 
welche wie man fieht, den Gleichungen von der gerad⸗ 
Iinigten Bewegung nach den drey Aren ähnlich ift. 
Dieſe Gleichung dient dazu, direct bie reellen Ges 
ſchwindigkeit des Körpers, welche durch s’ ausgedruͤckt 
iſt, zu finden; und man flieht, daß die ſenkrechten Kräfte 
auf der‘ Fangente feinen Einfluß auf die Geſchwindigkeit 
Haben, weil die Winkel A, r alsdann rechte find, fo wer⸗ 
den ihre Coſinuſſe Null, welches die von diefen Kräften 
in dem usdruck von s abhängigen Glieder zerſtoͤrt. 
R Moraus 


_ 
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Woraus man ganz allgemein ſchließen kann, daß, wenn | 
ein Körper gezwungen ift fi in einen Kanal von einer 
sgeächenen Figuür zu beivegen, (da die Wirfung der Sei, 
tenmwände des Canals auf den Korper fich nicht anders 
ale fenfrecht auf den Eanal;feldft aufern kann) die Ge . 
fehwindigfeit des Körpers keinesweges durch dieſe Wie⸗ 
kung alterirt werden kann. 
Im Gegentheil, die Kraͤfte welche nach der Richtung | 

über Tangente wirfen, üben auf bie Geſchwindigkeit ihre 

gotle und ganze W.rfung aus, als, wenn die Bewegung 
* Koͤrpers geradlinigt wäre; weil die Winkel A, r für 
dieſe Kraͤfte Null werden, ſo ſind ihre Loñinuge der Ein⸗ 
heit gleich. | 


198. 
Die Schweerfraft und alle befannten Kräfte der Ma 
-traction wirken auf alle materielle Theile der Körper 
gleich ſtark, und hringen darin alle einerley Bervegung - 
hervor, wenn. man von der Ungleichheit der Kräfte in 
Verhaͤltniß der Diftanzen abſtrahirt; dergeftalt, daß dev 
Effett von der Thaͤtigkeit dieſer Kraͤfte unabhaͤngig von 
der Maſſe des bewegten Körpers, und in Abſicht auf die 
ingepflanzte Geſchwindigkeit derſelbe if, ala wenn die 
Maſſe auf einen Punkt reducirt wäre. Ben der gegen 
feitigen Attraction der MRörper iſt Die anziehende Kraft, 
der Maſſe des anziehenden Körpere propottional, weil 


jeder feiner Theilchen gleich ftarf anzieht; folglich ift, die 


dem angezogenen Körper eingepflanzte abfolute Bene: 


‚gung nun ber Mafie des anzichenden Körpers pro 
portional. 


Es verhaͤlt ſich nicht auf eben die Yet. mit denen 
Kräften, melde nicht in das Innere der Körper ein: 
| dringen, 
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dringen, und welche nur auf das aͤußere wirken, als 
. zum Berfpiel mit der Wirkung der Zedern, mit der Wis 
- fung von dem Widerftande der Flüßigfeiten, mit den 
durch Druck hervorgebrachten Kräften, mit der Aufpans 
“nung der Fäden u. ſ. w. Es ift far, daß diefe Kräfte 
nicht einerlen Effect auf verfchiedene Koͤrpey hervorbrin— 
gen fönsen, wenn hier nicht wenigftens ihre Maſſen pros 
portionat find; denn wenn zum DBeilpiel eine doppelte 
Kraft auf einen Körper von doppelter Maffe wirft, fo 
iſt es einerfen ala ob zwey einfache Kräfte jede für fich 
uf zwei einfache Maflen wirken; es iſt auch Flar daß 
der durch verfchiedene Kräfte auf eine einzige oder auf 
gleiche Waffen hervorgebrachte Effect, das heißt, dic Bes 
wegung oder die eingepflanzte Befchwindigfeit, den Kräfs 
ten proportional feyn muß; wenn alfo eine, auf die 
Maſſe M mirfende Kraft 7, derfelden die Geſchwindig⸗ 
feit Vv einpflanzt; fo wird auch noch, eine Kraft m Fdie 


auf die Maſſe m M wirft, derhalben die Geſchwindigkeit 


V einpflanzen; aber die auf diefelbe Maffe M wirfende 
Kraft m F wird ihr die Geſchwindigkeit m V mittheilen: 


alfo theilt einerlen Kraft m F der Maffe m M die Ge . 


ſchwindigkeit W, und der Maffe M die Gefchwindigfeit 
mV mitz, woraus folgt, daß die durch einerfen Kraft 
verfchiedenen Maſſen eingepflanzte Geſchwindigkeiten, im 


⸗ 


umgekehrten Berhäftnif der Maſſen find. Mithin iſt ganz 


allgemein, der Effect einer gegebenen Kraft auf einer ges 
gebenen Maffe, in directen Verhaͤltniß der Kraft und in 
umgekehrten Verhältnik der Maffe, oder wie die Kraft 
dividirt durch die Maſſe. 


Dieſes Princip iſt durch die Erfahrung beftätigt; 
. denn eine zwiſchen zwey Körpem angebrachte, und auf 


beyden 0 wirfende Feder, theilt ihnen Geſchwindiz⸗ 


N5 | Reiten 


. 1". 
* 
u 
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keiten mit, die ſich umgekehrt wie ihre Maſſen verhalten 
Wenn zwei harte bewegteKoͤrper ſich auf einer und eben derſel⸗ 
ben Linie begegnen, und mit Geſchwindigkeiten die ſich umge 
kehrt wie ihre Maſſen verhalten, gegen einander ftoßen, 
fo werden fie nach dem Stoß durch die gegenfeitige Zer⸗ 
nichtung ihrer Bewegung, aufgehalten werden ; und wenn 
fie vollfommen elaftifch find, fo prallen fie jeder. mit ders 
felden Geſchwindigkeit die ervor dem Stoß hatte, zurüd, 

Da die Schwerfraft auf alle Theile von der Maffe 
eines Körpers wirkt, fo ift bei ſchweren Körpern feine 
‚abfolute Wirfung der Mafle proportienaf; alfo wird, 
wenn man diefe Wirfung dnrch die Mafe dividirt, dee 
Effect der Schwere den Körpern eine Bewegung mitzu⸗ 
theilen, von ihrer Maſſe unabhängig, und ift für ale | 
Körper die nemliche. Aber wenn zwey ſchwere Körper 
fih dur) einen über einer Rolle gehenden Faden erhak 
ten, (da die Kräfte, welche aus ihrer Schwere entftehen, 
and den Maffen proportional find, den Faden in entge 
gengefegter Richtung ziehen) fo ift es nur die Verſchie⸗ 
denheit biefer Kräfte, welche ihnen eine Bewegung mit 
theilen fönnte, und da die beiden Körper fich zugleich 
mit einander bewegen und in einerlei Zeit gleichen ver 
zticalen Ranm durchlaufen müffen, fo ift die tatale zu be 
wegende Mafle der Summe der Maflen gleih; alfe 
. permindert fih die Wirfung der Schwerkraft um diefe 
Körper zu betvegen, im Verhaͤltniß des Unterfchiedes der 
Maſſen zu ihrer Summe; mithin werden fich die um 
‚ Ende irgend einer Zeit durchlaufenen Räume eben fo 
verhalten tie die eines fehweren Körpers welcher frey 
herunterfällt. Dies beftätigt auch die Erfahrung bey der 
hekannten Mafchine welche die Geſetze von der Beſchleu⸗ 
nigung der ſchweren wege zeigt. 


1 
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199. 
Es geht aus dem Prineip welches mir fo eben qus⸗ 
winandergefegt Haben hervor , daß die befchleunigten Kräf: 
ge eines Körpers nach den abfoluten Werthen in Abſicht 
der Kräfte welche auf den Körper wuͤrken, dividirt durch 
die Maffe ſelbſt des Körpers, gefchäkt werden müffen. 
Wenn alfoP, Q, u. f. m. die abfoluten Werthe der Kräfte 
ausdrüden, welche auf einen Körper deſſen Maſſe M ift 
würfen, nad. den Richtungen weiche mit den Aren der 
Eoordinaten x, y, z, die Winfelr, g,., für die Kraft 
P, und die Winkels, e, ⸗ für die Kraft Q machen, und 


fo weiter, fo muͤßte man in den Sormeln ı von no. 196 
überall Q 
| M ’ M u. f. w. | | 
an die Stelle von P, Qu. f. w. ſetzen, oder, was eufein® 
herausfömmt, die Größen x”, y, 2°, mit M multiplici⸗ 
ven. Auf diefe Art hat man alfo für die Gleichungen von 
der Bewegung des Körper M, der durch die Kräfte P, 
Q, u. f. w. gereigt wird die Gleichungen 

| Mx“=Pcof. ra + Qcoſ. æ +. f. w. 

My" =Pcof a +QedherFufin. 

Mz’=Peof.» FOchl.e uf. w. 

Wenn fich Körper twechfelfeitig anziehen, fo folgt daß; 
da man ſich die Attraktion von allen Theiten der anziehdn⸗ 
den Maſſe fommend, und auf alle Theile der angezogenen 
Maſſe wuͤrkend vorſtellt, die abfoluten Werthe von der Attras 
etion zwiſchen beiden Körpern dem Product aus ihren Mafs 
ſen proportionat ſeyn muß. 


200. 
In dieſen Gleichungen find die Coordinaten x, y, 3 


als 
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als Funktionen der Zeit t anzujehen. Um die Gfeichungen | 
+ pon der durch den Körper beſchriebenen Curve zu haben, 
fo müßte man die Zeit eliminiren und die Coprdinaten y 
und z auf einfache Sunftionen von x reduciren. Hier der 
Geiſt und der Grund diefer Reduction: 

Wenn man die Größen x, y, z als Funftionen de, 
Zeit t betrachtet, fo werden, wenn t='+pmir, diefe 
Größen 

nn — 2 Zr zit, u. ſ. w. 


ter + rt 2 ut w. 


+92 + 2 + zu, a. ſ. w. 


nach dem im erſten Theile feftgeflete Prineipien von der 
Entwicklung der. Funktionen. Wenn man anderſeits y 
und z als Funktionen von x betrachtet, werden, wenn x — 
ſich in x P i verwandelt dieſe ‚nemlien Größen- 


y+ily)+ = 5 den. ſ. w. 


ı+i(7‘) + ——— «mu. f. w. 


Ich ſchließe hier die Größen y“, y’ u. ſ. w. 2, »* 
u f w. in Parenthefen ein, um fie von den nemlichen 
ſich auf die erſte Hvpotheſe beiiehenden rdhen zu untern 
fcheiden. 


J 


Alſo, wenn man | — 
mtr Zu 
macht, fo muß man, für jeden Werth bon 9, die 2 


Hung. 
. + 
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0) N Grufm- 


3’ + ri rt f w. 
haben, und eben fe 
‚ -i(2!) + ee Grau. . w. 


der un car ſ. w. 


Wird der Werth von i Aubftitutet und die mit der, 
felben Potenz von 9 behafteten Glieder miteinander vers 
glichen „ſo giebt die erſte Gleichung | 

y’ 2 (y’) x’, _ 

y’ m y’) x. + (y"’) x’*t; 

yo x' + 3()x 2 * ne: 
und fo ſerner. Woraus man zieht 


yi _ x“ xt 
wa —— 


Al a — 
Kr) I_ —— — — 


(5) BA ee 2 — — 
x? 


y’ y x zy' x“ x’ ay u. , 
x? BT „tr x* rt — | 

und fo weiter. Und durch die zweyte Gleichung hat man 

ähnliche Formeln für (2), (2°), m ſ. w. 

indem man blos den Buchftaben y im z berändert. 
Dieſe Formeln flimmen mit denen überein , welche 

wir auf eine andese Art im erſten Theile (no, 63.) ger, 

Tunden. haben, denn man fieht daß | 


wer u 
ra 
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yJ⸗ 


un NZ 
6 —suhie. 


Die vorhergehende Analyſis ift mehr direct, und. 
geht aus den erften Principien der Sache hervor; aber 
die in dee angeführten Nummer. hat den ‚Vorzug daß fie 
das Gefeh der Progreffion zeigt, denn fie giebt unmits 
kelbar 


U 


4 =— 
(y‘) y’ 
j , , 77 
BE on = EL, 
(CD 5 
N) = (or, u. ſ. h 
‚Indem man durch den an den Parentheſen angebrachten 
Strich, die Erflefunftion, der zwiſchen den Parentheſen 
‚enthaltenen Großen, bezeichnet. x 
Vermittelſt diefer Sormeln, Fönnte man die Gfeis 
"ungen welche die abgeleiteten. Sunftionen x, x", u. ſ. 
w. y,y', uf w. 2%, 2” uf. w. in Begehung auf t, 
enthalten, in andern Gleichungen transformiren worin 
ſich nur die abgeleiteten Funktionen GN) u. ſ. w. 
(a) Ca), u fe in Beziehung auf x befinden, 


. 201. 


um hiervon ein Veiſpiel zu geben, wollen wir an⸗ 
nehmen, daß man nach den Widerſtand des Mittels fragte, 
kraft welches ein in dieſem Mitte) geworfener Körper eine ges 
gebene Curde beſchreiben wuͤrde. Man betrachtet den Wi⸗ 
derſtand wie eine verzogernde Kraft welche in der Rich— 
tung des Körpers ſelbſt wuͤrkt, das heißt in der Rich—⸗ 
tung der Tanzente dieſer Curve, alſo, wenn man den 
=... | , j Wir 


- auf die Mehani 297. 
Biderfiand r nennt, das heißt, die Würfung. des :Mita 
els welches. auf der Oberfläche‘ des Körpers widerſteht 
ividirt dur) Die Mafle des Körpers ſelbſt, fo wird man: 
— rcof. u, —r of; ß, — r coſ. .. 
uͤr die beſchleunigenden Kräfte haben, welche hieraus: 
ich den Richtungen der Yren der ze, ys und 26. entſprin⸗ 
un, die Winfel ⸗, 8, % find die‘, welche die Tangente: 
nit diefen Aren macht. Serner, wenn man die befchleuns 
e Kraft der Schwere g nennt, und die Eoordinaten y 
ertical und von unten nad) oben gezogen annimmt, fo; 
at man — g für die beſchleunigende Kraft, die von. der 
Schwere nach der Richtung der Drdinaten y herrührt. 
‚ Die Gleichungen von der Bewegung werden alfo 
nn Be 
zc — coſ. u, 
YM'=—g-—- rolf 8, 
M at — coſ. v: 
ubſtituirt man für ccf. #, cof. 8, cof. y, ihre Werthe 
—, =, “ (195) 
oder u, die Geſchwindigkeit des Körpers ift Eu Y 
Br Ve) Va’? + y 4 2'?), 
fo hat man diefe 


voraus man, wenn man hiervon bie urſpruͤngliche Funk 
tio⸗ 


ew 


@bne nimmt, - 


fehen, fo hat man. 


208. Arunbendung ber Theorie 


tionen nimt, ieht 
gmx, 


wo m_und 5 willkuͤhrliche beftändige Größen bebeuten, 


Diefe Gleihung,. welche die einer verticalne Ebne ift, zeigt 


daß die Curve nothwendig ganz in diefer Ebnee liegt! 


fo daß man, wenn man bie Are der xe in der nemlichen 


<o und zim6: 


Haben wird, und die Öleichungen der Curve redutiren 


ſich auf die beyden erſten. 
Wir wollen der Kuͤrze wegen 
Ze 
— = d 


u 


ktU=—px’ * 
yı=m-s-uy; 


wenn man diefe Werthe In dem Ausdruck von yıyıı- 


no, aco fubfituirt, fo wird man 


— 
(57) | * 


haben; mithin hängt’ der Werth von q von en) ab. 


Denn mon hat aus derſelben Nummer, 


77 Pt “ xt en 


wenn tan aber die Werthe von nx“ oder q“ hat, ſo braucht 


man nur ihre erſten Funktionen zu nehmen um den 


Werth von x’ von y““ haben; und man wird, indem 


man duch g’ die Erftefunktion don q bezeichnet, 
. tm gx"—g' x'=(q’ +g)x'‘, Pr 

YO OgP_yagg ri ) y 
finden. Alfo geben die edepden erften Glieder des Werht 


yon ar. 


5 Pr . . 0 20 J N ' “ 14 
i 


u 


i 


1 


auf bie Mehanl 235 
id das Glied 
ebt = | „7 | 


So daß man 


() u .— 


It: denn da — 

de 41877 me ; 
, fo kann man diefe Subititution Machen, und nach 
nagder x’ u. y’ vermitef der Gleithungen 


(19* _. und yY)=— en 


nausfchaffen, welchet geben wird . | u 
yY@t)= — je 


gevVlı+09°} I, 


* 


gehalt daß n man nach allen Euöftihenen bei un 


u 2* _ ev)e ran: 
gv. Lı+°] . X 
Da die abgegleiteten Funktionen 3557: 
(1) 5) und — 


& auf die veraͤnderliche Größe * pejlehen , ſo thuhen I 


ir Mi € blog duch. yo yi, yi orftellen, und man wird 


————— 
J | | 5. . er"; m. OLE er | 
üben. 


oe | 7) Denn 


= 


] 
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Denn, da: die. Entve gegeben ift, fo .hat man y 


der Funktion vor z: hieraus zieht man die: abgeleiteten , 


Sunftionen y’, y“, y“’; und die vorhergehende Formel 


wird für jeden Punkt, der Curve, dad Verhaͤltniß des 


Widerflandes zur Schweere geben. 

Die Geſchwindigkeit u wird Ä 

= vata4y)= to = 
igYIlı+ 99] 

— g — 

das heißt, wenn man G in ‚y’ berändert 
u=v$. vüusym 

— vr". 

Wenn man annimt, daß ber Widerkand den. Aue 
draten der Gefchwindigfeit und der Dichtigkeit des Mits | 


x. 
® 


tels proportional ift; fo wird, wenn man diefe Dihrip | | 


feit in irgend einen Ort A nennt, 
1* Mu’A, ‘ 


| wo im ein "Heftändiger Coeffizient ift; alſo wird inden | 


man ben Werth von 
— — 


FT TREE 


i J ... ” 
ſubfiſtituirt und dieſen Werth in der oben chenden, Eier. 
chung ſebt, 


u, * 


su 
y 


Ä 7 ayıy (1 +’ 
‚woraus man bie Digtigkeit des nöshigen 8 Mittels beftinis 


om 


men kann, um bie gegebene Curve befhräinen zu kön | 


nen. Umgekehrt, wird diefe Gleichung dienen die Curve 

iv beſtimmen, wenn die Dichtigfeit des Mitteld gegeben in. 

Kür die in der Luft geworfenen Kdeßer (project) 

. ann man die Dichtigkeit des Mittels a Veſtaͤndig ansich 
wien; alfo wird, wenn mar mehrerer Einfachheit wegax . 

. anÄz 
un * on 





— 


auf bie Mechanik; | gız 


I 
| . amd=-7 
acht, die Gleichung der Curve 
I e= kyfity®) me Ks’ 


y’ 
pn, 100 s den Bogen ber Curve andeutet, woraus man, 
enn hievon die urfprünglichen Funtionen genommen 
erden, J 


ks 

y == Ae 
eht, wo A eine willführliche beſtaͤndige Groͤße iſt: dieß if die 
ler einfachfte Form unter welcher die Gleichung diefer Curve 
bracht werden fann. Man fann aus diefen Gleichun⸗⸗ 
n die verſchiedenen Naͤherungen ziehen, welche bisher 
e die Veftimmung der durch die Kugeln und Bomben 
ſchriebenen Eurve gegeben find; aber die Bränzen diefe® 
zerks verhindern, ung übers dieſen Gegenſtand in irgend 
nen Detail einzulaffen: 


£ 20ꝛ2. = 
Endlich bemerken wir noch, daß man durch die Eli 
rung der Zeit, fogleih die Gleichung der Curve aus 
n Gleichungen der Beweguns 


| yz- — 
itte ziehen konnen. In der "hat, da = ünd y Funckti⸗ 
ven der Zeie t find, fo fann man umgekehrt y und t 
8 Funcktionen bon x anfehen; und nach den Princi—⸗ 
en von no. 63, wenn man ganz allgemein x, y, € qͤls 
anktionen irgend einer andern veränderliihen Größe 
a O a | 2 be⸗ 
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betrachtet, muß man 


x! V 
— und I_ 


an die Stelle von x! und y' und 


! x \, y’ ⸗ 
Tg 7. 
an die Stelle von x”, y’’ ſubſtituiren; wenn aher x 
der Stelle von z gefegt wird, fo wird man haben x'e 
wacht man alfo in dieſen Formeln 

B* we x = 1 
fo muß man | 


tr! . y'' yın 


an der Stelle von x’ und, y“ ftubftituiren. 

Die beyden Gleichungen werden alfo, wegen, 
g' — V (x⸗ꝰ4 y'?), 
rg 


r . 
End 


u 4u N 
t t vary") 


woraus man Die Sunftion t eliminiren muß. Subſtitu 
man in dieſer zweyten Gleichung den aus der er 
Gleichung gezogenen Werth 


t⸗ 
ſo wird fie 
BE y — 

wer 


’ ” dur 
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durch. y“ dividirt, und von beyden Seiten die Erfiefunf 
tionen genommen, giebt 


ein Werth welcher nachdem er in der erften Gleichung 
fubfitwirt wird, eben fo wie meiter oben 
r 44 V (1 45*) 
— SE om IN N Tt7 
2y' o 
geben wird, Bat die Geſchwindigkeit 
m=es!=y(x'+y") 
enbetsift, fo wird fie 
vary®),.: 
— — 


und da man fie oben 
“4 
vmaY— 7 
eefenden hat, fo wich die Geſchwindigkeit 
vg.VY(ı+y” 
v(-r ' 
wie Oben. 

Auf diefe Art kann man immer die Zeit, aus den Glei⸗ 
&ungen der Bewegung, eliminiren, um auf der Stelle die 
Sleichungen der befchriebenen Curve zu haben; md wir 
hätten fogleich Gebrauch davon machen koͤnnen: aber die 
Analyfis welche wir gegeben haben, wird uns nöthig fegn 
die wahre Duelle des Verſehens zu entdeden, worin Ne w⸗ 
ton bey der erſten Ausgabe der Brincipten gefallen ff, wie 
wir ſchon im Anfange dies Werks gefagt haben ; indem er 
das Problem womit wir ung jegt beſchaͤfftiget haben, und 
welches das dritte im iweiten Buch diefes Werks in, wie 
folgt auflößt. 
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\ 


203. 


Hier ift die erfte Auflöfung don Nemton, auf Anas 


Infis gebracht ( Werfe des Johann Bernouli, erſter | 


Theil Seite 481). DAS Bewegte welches zu irgend einen 
Punkt der Curve gekommen iſt, wird ahne den Wider 
fand, und Schwere in einer fehr Fleinen Zeit einen ſehr klei⸗ 
nen Theil der Tangente befchrieben den wir durch = be 
ziehen wollen; 7 fen der Pleine Raum melchen er der 
Schwere wiegen in der. nemlichen zeit t perperticulär auf 
den Horizont befchreiben wuͤrde, und der Fleine Raum, 
um den der Widerfland den auf der. Tangente durchlaus 


fenen Raum « vermindert, fo ift Far, daß fih eur 


‚verhalten wird, wie der Widerſtand zur Schweere. Alſo 
wird der Körper. in der Zeit. daß er auf der Tangente 
den Raum .- e dnechlaufen hätte, um die Größe 7 ver 
ticat gefallen find; mithin ift 4 der Pfeil des Bogen? 
“—.. Legt, wenn man ſich den Körper als von dem naͤm⸗ 
lichen Punkt ausgehend und den Weg wieder zuruͤckkeh⸗ 
rend denkt, um im entgegengeſetzten Sinne denſelben Bo⸗ 
gen der Curve zu beſchreiben welchen er durchlaufen hat. 
fo mößte man den Widerftand. als negativ ‘anfehen, und 
daher als, eine Kraft welche die. Bewegung befchleunigt 
anſtatt fie zu verzögern, Alſo wird der Koͤrper in der nem⸗ 
lichen kleinen get, den Raum arhe auf derſelben Tan⸗ 
gente in einer. entgegengefebten Richtung befepreiben, und 
ze ſenkrecht in der nemlichen Zeit den Ram y kraft dee Schwe⸗ 
re, herabfallen. Mithin iſt der Pfeil des Bogeus X 
auf der, andern Seite des Punfts, der in cedefichende Cur⸗ 
ve, genommen. Denn da die Pfeile für d die unendlich Meis 
nen Bogen fi verhalten wie Die Quadrate der Bogen oder 
der Tangenten, fo wird der Dfeil des Vogens ng, te 


chet 
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\ 


cher auf der nemliden Seite alg der Bogeno re genom⸗ 


men iſt. 
— 
ae 


feun; mithin iſt die Differenz der Pfeile fuͤr die gleichen | 
Bogen ⸗— e auf beyden Seiten des gegebenen Punkts der. 
Eurve genommen, on 
r lee) vr 
[: zer te 


nennen wir nun diefe Differenz 2, fo hat man 


ee und 
£ _te+r)? Iu 
7 472 — 


“weil die kleine Linie mit einer gleichfoͤrmig beſchleinigter 
Geſchwindigkeit durchlaufen, unendlich Meiner ift als die 
in der nemlichen Zeit mit einer gleichfoͤrmigen Bewegung 
durchlaufene Liniew, Died it Newtons Raiſonement 
“auf die hellſte Art dargeftellt; und dad Refultat: welches 
wir eben gefunden haben ſtimmt mit dem des zweiten Zus 
faßes zu dem angeführten Problem überein, wo man fieht 
dag die Linien C Eund FG diefelben find welche wir ⸗ und 
. y genannt haben, und daß die Difterung FG—KI das ifk 
was wir d genannt haben. 

Nun febt Newton voraus, daß, indem ev: die Abſciſß 
fen x horizontal und die Ordinaten vertieal und von unten 
nach oben gezogen denkt, für die Abſciſſe x+o die in neh 


Reihe ausgedruckte Ordinate 


y+Qo-r Ro? = $o, nm 

fen, und er bemerft daß der Theil der Tangente welcher 
dein Theile o der Are entſpricht 
ey (I+Q?°), 
DR und 
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und der Pfeil, das Heißt, der Theil der Coordinate wel⸗ 
der liwiſchen der — und der Tangente begriffen iſt, 

+Sttufm 
fen. Macht man o © menge, fo Hat man din Pfeil, wel⸗ 
cher dem nemlichen Theile der ‚Tangente, auf der ans 
dten ‚Seite des Veruͤhrungspunkts genommen, entſpricht, 
und welcher daher 

Ro* — 50°’ uf. 
if; ; und die Differeni der beiden Pfeile wird 
2 So: — . f. w. 
— * denn es iſt ſichtbar, daß die Größen 
0 o V(I ra), Ri HS u. ſ. w. 
und 2 So” — u. f. iv. 

denen entfprechen „ilRele wie ae, vund? genannt ha. 
ben; alſo wird die Größe 

ur; 

—. 

4Y 
welche das Verhaͤltniß des. Widerſtandes zur Schwere 
ausbrädt, went men aben und unten 
dürch 5 dividirt, | 


4 


 $SVCH+Q* 
20k * So)” 
un SYCHO) 
ar? ° " 
indem. matt die unendlich Fleine Größe. o verſcnine 
den fäßt. Dies if au das duch, Newton, im erften 
Beifpiel des aemlipen Problems, gefundene Refultat, 


9. Nach unferer Bezeichnung wird y, wenn ſich x in x4 
verwandelt 


0° 
rtor + - Nızzrtruee 


€ I» 


Don \ 


und 


auf die Mechanif, - s7 


diefeg mit der Reihe des Newton verglichen, giebt 
Q= y' 4 


fübftituiet man dieſe Werthe in den vorhergehenden For⸗ 
meln, ſo wird dat Verhaͤltniß des Widerfiondes zut 
Schwere 
——— en] u 
hatt daß wir es oben in no. 201. 
—— 
2y* 
gefunden haben; Woraus folgt, daf die Yuflöfung von 
Newton fehlerhaft iſt. 
Es iſt merkwuͤrdig, daß man, wenn blos y', 7 
—* firQ — R— s, ſubſtituirt wird, ein richtiges Res 
ftut erhält: Dies brachte denen Bernoullig welche 
zuerft den Srerthum des Nemton entdeckt haben, und . 
allen, welche feit der Zeit hierüber gefprocen haben auf 
die Gedanken, der Irrthum mögte daher fommen, daß 
Newton die Glieder der Reihe 
Q0. — Ro’ — So u. f. m 
für die erften, zweiten und dritten Unterfchiede der Om 
dinate genommen hätte, da doch dieſe Glieder nur Diefen 
Unterfieden durch 1, 2,6 u. f. m. dipidirt gleich wäs 
ren. Aber’ nach der Analyſis welche mir- fo. eben von; 
der Auflöfung des Nemton gegeben haben, ift es leicht 
zu fehen, daß fein Berfehen nicht non der Betrachtung 
der. Unterfhiede herruͤhrt, wovon in feiner Aufloͤſung 
nicht. die Rede ift, und dag die Subftitution der Glie⸗ 
Ö 5 dee 


r 
4 


* 
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in d der hormel | 


— — — 


der Ros md So! der in redeſtehenden Reihe, an die 
Stelle der Größen 


und — 
run 


— 
‚ara 


(egftimir ts alſo muß der Irrthum im diefer Formel 
felbſt ſtecken, welche das. Verhaͤltniß des Widerſtandet 


zur Schwere angiebt. 
284. 

Die Aufloͤſung des Newton kann einfacher und diree⸗ | 
ter auf folgende Art gegeben werden. Wenn man die Ge | 
fhwindigfeit in irgend einem Punfte der Curve u nennt, ! 


fo iſt u + der Raum den der Körper auf der Tangente 


in der Zeit $ durchlaufen würde, wenn man von. der 


Schwere und dem Widerſtande abſtrahirt. Wird g die 
abſolute Kraft der Schwere und r die. dei Widerſtandet 
genennt, fo find. 


die in der. nemlichen Zeit $ dermöge diefer-Rräfte durg⸗ 


laufenen Raͤume; alſo wird der Körper in der Richtung 
dert Tangente die Linie 


us — 3 _ 
2 


| and in der Richtung der Ordinate y, ie einig 


Sa 
2 


* 


durchlaufen Haben, und zwar in einer Richtung die der 
ya welcher dieſe Coordinate waͤchſt entgegengeſetzt iſt. 


& 


auf die Mechanik, J XR 


Ca fen A der Winkel den die Tangente mit der Are 
:xe macht, fo wird hieraus nach der Richtuns ber Age 
: xe, der Raum 


(ns Ir 2") cof, Ar, 
d nach der -Richtung der Age der ys, der Raum 
(« g— ro Sin, A. — 


Denn, da y eine Funktion von x iſt, fo tollen wie 
it Nemton annehmen, daß aus 
x,x+ro 
und aus y, y+ Qa— Q0°— So’ — u. ſ. w. 
ürbe; man müßte fe, menn 


om. 3-29. cof, Ar \ u \ 
macht würde Ä tt 
o - Ro⸗ So’, uf Ka 


ben, was auch der Werth von $ fey, den man als: ſehe 
ein vorausſetzt. En 


Wir mollen in der zweiten Gleichung den ducch«die 
fie Gleichung gegebenen Werthen o ſubſtituiren, und die 
lieder in Derichung auf die Potenzen von 4 nrbnen, (9 
at man . 

Qu cal; A. [: sah A hy Ra” coſ. M 32 2 
(Rurcof. A’-F Su’ OR \ 
SufnA- ze Tr =] 


Vergleicht man, Sieh vor Glied ſo hat man 


. ! | Qu. 
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‚Qu cof. A=ufn A, 
OrcohA + 2Ru’ cof. A’ r ſin A+g 
Ru reof. A? +SuWch. A o u. m. 
Die erſte Gleichung giebt . 
tg. A=Q 
fubftituiet man diefen Werth in der zweiten, fo hat man: 
| 2 Rus coſ. Am g 
woraus man 
| u nn BUFT. 2). 
2K cof, A*® TER 
seht; die dritte giebt 


_ Su’ cof.A 
— — 


woraus, wenn man fü u? „and für ect, A Nee Werthe 

ſabſtituirt, 55 
ev [ 409 

1 = — Cum 

und hier aus 


2 


E_ —— 
wird, , als Vvoerhoͤltiß des widerſtandes zur Schwere, 
‚ fo wie Newton es gefunden hatte. Ja der That, es if 
leicht zu fehen daß dieſe Analyſis im Grunde Feine andere 
ift ald die des Newton, befreyt ven der Betrachtung der - 
beiden Beinegungen im eutgegengefehten Sinne und auf 
die einfachfte Form gebracht; fie Hat uͤberdem den Vorzug 
daß fie leicht die Quelle des Fehlers entdeden läßt, und 
Mittel an die Hand giedt, ihm’ abzubelfen. 


Denn wenn man den Ealcuf twelche wir eben gegeben 
Haben nur etwas unterfücht,, fo fieht man gleich daß, weil 


die Werthe von 


© und von Qo — Rat — 80 u. ſ. w. 
durch 


auf die Mehanif, U © . am 


irch eine nach den Dotenzen von $.fteigender Reihe aus: 
drüct find, und da diefe Reihen nicht üter die zweite 
otenz von 3 fleigen, es nicht erlaubt iR, die Mäherung 
ver diefe nemliche Potenz hinaus, in der aus der Elimi- 
ıng von o entfprungenen Gleichung zu treiben: woraus 
an ſieht, daß das Glied welches: in diefer Sleihung 9* 
ithaͤlt, nothwendig unvollſtaͤndig ſeyn muß; und weil 
jes gerade das Glied iſt, von welchem das geſuchte Ver⸗ 


Aleniß von 
? 


8 
dhäͤngt, fo kann man hieraus (ließen, daß der gefunde⸗ 
Werth dieſes Verhaͤltniſſes unrichtig iſt. 


205. 


Um auf dieſe Art ein genaues Reſultat zu erlangen, 
muͤßte man die Glieder in Anſchlag bringen, welche 
den beiden in redeſtehenden Reihen, die dritten Poten⸗ 
moon Fenthalten: dieſe Glieder find nicht wie die erſten 
ucch die Bedingungen des Problems gegeben; man fann 
e aber daraus, nach dem Geſetz von der Ableitung diefer 
jtieder , herleiten. Denn wenn man die Coordinaten x 
nd y als Zunftionen von t betrachtet, fo werden diefe 
oordinaten, wenn fih t in + $ verwandelt, nach den in 
er vorhergehenden Nummer entwicelten mechaniſchen Be: 
achtungen fepn . 

x+%u eol. A — 7 r of. A und 


: wm 
y+t%ulnA— — (rünA+g): 

erden diefe Reiben mit ver gemeinen Som 
4r+ — xt * x" + uf. u. 


s 


> 
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und ytsy't * yı * u. ſ. w. 


verglichen, ſo hat man | 
Neo, z’=2. ucof; A, 
x ur cof. A, 
und y u ſin. A 
yo- r. fin A—g 
Wvoraus man fogleich sieht \ 
tu — (1 coſ. A, 
y’l a (r fin. Ay’ 
Indem inan durch den, oben an der Parentheſe ſtehen 
Strich die Erſtefunktion der zwiſchen der Darenthefe 
haltenen Bröße bejeichnet. Mithin werden bie Int 
ftehenden dritten Glieder 


_ * eoſ. A) und 


5 a 
— 2.3 (rfin. A) , 
fon. Dein 
(rofl. AY— HeofArAkind, und 
GfnA = r finAtrA/colA; 
aber die Werthe bonx’ u. x’ mit einander berglicheh; $ı 
rcof. Azz(ucof. A) == ucof. A—uA'finA; 
eben fo die Werthe von y’ und y” geben \ . 
| ringen) 
win. AtuAcol.A, | 
woraus man / wenn i- eliminirt wird 
— 3 coſAC u x 


‚ Niehtz'nemiich - 
| Kun BIER 


» , 
. . wi Es . . 3 


EN 


*8R auf bie Mechanik: . | a 
Diefer Werth von A’ in der oben ſtebenden Formel 
ſubſtituirt, gibt 


fi 
r coſ. reoſ. A+ gr fu Nena 


2 


x 


in ernnn ZEA > ” 
\ u. 


Fuͤgt man alfo diefe neuen Glieder noch zu den Wer⸗ 
then der. Größen o und Qo — Ro’ — So’ — uf, 
dervorhergehenden Nummer hinzu, fo hat man 


2 


Ä 5 
o=9ucoh A— = rel, A— 


ln cofA + 2 gr fin. ar) nd 

‚  0o—Ro? = Su ſin. A— 
9, . N NF.  groofät, 
7 r’cofAFg ) — 23 56 fu, A- ) 
Eliminirt man o und treibt die Genauigkeit bis auf 

a’ fo hat man die Gleichung 
> Qucof. A—9? (3Qrcof.A+Ru?col.A?)— 
fi ſ 
⸗ [2 Creogaj BmAe) _ 


8 ur —8 eofA?] = —XRX 


#4 


fA 
r rin, Atg)— = fin. A— Een; 38 
werai⸗ man durch die —2 der Stieder bie Blei⸗ 


dungen 
Quo. Am u uĩn. 
Qrcof.A}+2Ru? eo. A’srln,Ä+g, 72 


& ( eof. „rei, — (Rur cofA’ 


u 


7 


= wird, fe wie er ſeyn muß. (At. 201)» 


I) re - 
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6Su eofh = = r fin A— "gr eofa? . 
. «erhält. 
Da die beyden erften die nenn als in no, 204 find 
ſo geben ſiel ebenfalls J 
tg. A=Q 
. (T+0?) 
LE und vg —— io. 
das dritte aber, wenn man darin 
 Deof A 


an die Stelle von. 
fin. A fubftituiet, hernach durch cof A® dioidirt und mit ü 
multiplicieg, wird 

Q’gr=6Ru r-+6Su*? oh gr; 
der vorhergehende Werth von u? fußftituirt.giebt 
6Sg(1+Q) coh A 


. „2er (i+ +0°) + = 6; 
4R°’ 
woraus man wegen 
_ ı 
J 
e _ 35Yu+ 0°) 
EN. Rt 


hehe, 2 dies rn der Werth den Newton in der zweyten 
und dritten Ausgabe der Prinzipien CIltes Buch Ultes 
Problem) giebt; amd man ſieht dafy wenn man in- die 
fen Werth die Größen | 


,__L_I_L 
IT 7, 3 
an die Stelle von Q,R, s (Nr. 203) lubſituirn d detjehe 
y — 
— 3 er 
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Da Newton nur zu dieſem Reſultat durch einen 
dem Differenzialcalcul’analogifben Gang gelangt ift, fo 
haben wir geglaubt, daß es nicht unnuͤtz wäre zw zeigen, 
wie die Methode der Neihen dahin führen koͤnnte, und 
daß man es mir wird zu gleicher Zeit Dank wiſſen ‚ einen 
Punkt ın der Analyis bey weichen fich die groͤß ten Geo⸗ 
meter geirrt hatten, aufgeklaͤrt zu haben, welches die Ge» 
ſchichte von dem Urſprung' des neuen Caleuls ınterreffis 
sen wird. 


206. 


Wir wollen die allgemeine Formel von Mr. 199, wie⸗ 
der vornehmen, und. annehmen, daß die Kraft P gegen 
einen durch die Eoordinaten a, b, c, befiimmten Punct 
gerichtet fen; fo ift, wenn man die geradlinigte Eurfers 
nung diefes Punftes von dem den Coordinaten x, y, 2 
entfprechenden Punkt der Curve p nennt, 

p Vlx — 3 +y—b’+ ee] 
und es ift fichtbar, daß 


p p p 
die Projectionen der Linie p auf den Aren der xe, ys 
und 2s find; lalſo ſind | 


x—-a y—-c z—c 
nm ip an — — 


2 9 


. P P P. 
die Eofinuffe der Winfel, welche die Linie p mit diefen 
Aren macht, das heißt, der Winkel A, w, », welchen die 
Richtung der Kraft P mit diefer nemlichen Age macht, 
Mithin fünnen die Glieder Peoſ.a, Pcof. m, Pcol.r, 
die vor der Kraft P in den Werth Mx’, My’, Ma" ab: . 
hängen uch . x. | 
1.Chir 3 op 


2 


N 
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Ms 


p —-, p/_? b p 227° 
pP pP pP 


vorgeſtellt werden. 

Wenn man jetzt p einer beſtaͤndigen Groͤße gleich 
ſetzt, fo hat man die Gleichung von der Oberflaͤche einer 
Kugel deren Halbmeſſer d vder p find, und deren Mit. 
telpunft, duch die Coordinaten a, b, c beſtimmt mird; 


die Richtung ıder Kraft P wird fenfrecht auf der Ober⸗ 
fläche diefer Kugel feyn, weil fie verlängert den Mittel: 


punft teifft. Wenn daher irgend eine andere duch. die 


Gleichungl 
f (£ y; 2) == = Oo 
vorgeftellte Oberflaͤche, Die Kugel berührt, wird die Ric 


‚tung der Kraft P auch noch fenfrecht auf dieſer OberRds 


che fepn, und man wird aus Re. ist, von pn der Steht 
von d fubftituiet wird, | 


x — a 2 
AT Yan 
y—b zu _ — — 
p +2, 
z—c 


Po 5 


| Haben, wo z’ und z; Erſtefunktionen der Größe z find, 
die als eine Funktion von x und !y angejehen if und 


weiche durch die Gleichung der Oberfläche gegeben ift. 
Denn, nimmt man bie beyden Erftenfunftionen don 
f(x y‚z2) =o ’ 


u Abſicht auf x und y, fd hat man Mr. 92) 


FH Erf )=o 
‚mwfG)+zfe@)=o, 
wo f(x), FV.FA) 
die Gefenfunftionen d des Funktion ” 





auf bie mehenn 227 


(x, y. 2) 
Abſicht auf x, y, 2 genommen bezeichnen. 
Alſo = 55. 
3, = 52; 
thin hat man 
al — 
+/@) 
Y- b_ fi) 
p "vr "a + ff’ + far) 
z—c fi(z) 


Pr 2 Ye FM +) 
enn alfo die Kraft P nah einer fenfrechten Richtung 
f der durch die Gleichung 

fs y, 2) = 0 
egeftellten Oberfläche wirft, fo werden hieraus in den 
erthen der Groͤßen 

Mxd, My! Mz.' 
reſpectiven Glieder 

.. 


War+sntr@) 
| Pf‘y) 
vita)? + fin + f'@°] 
Pfi(z) | 
VW FF + fa) 
iReden. 0 
207. 
Wenn man annimt, daß. der Körper gejmungen 
y, ſich auf einer durch die Gleichung | 
foypz2)=o 
rgeſtellten Oberflaͤche zu bewegen, ſo iſt klar, daß die 
zirkung der Oberfläche auf den Körper nicht anders als 
92 | fen 
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recht auf der Oberfloͤche ſeyn kann. Neunt man alte} die 
Kraft, welche" aus diefer Wirkung entfteht P, und miacht 
won | 
| ———— 
HEFTE FT FI. 
fo hat man 
no, nf „> nf‘(z) 
für die von diefer Kraft in den Gleichungen von Nr. 199. 
abhängender' Glieder. Denn, da die Kraft P. nur der 
Richtung nach gegeben ift, fo bleibt uns ihr Werth uns: 
befannt: mithin wird die Größe iin diefer Gleichung als 
eine unbefannte Größe hineingehen; da man aber die 
Sleichung 
/ay9D9=o | 
Bat, welcher die Werthe von x, y, z genüge leiften müfs 
fen, was aud) immer die Zeit t fey, fo wird man, wenn 
das unbefannte II efiminirt wird, noch fo viel Gleichun⸗ 
gen Haben, als zur Auflöfung des Problems nöthig find. . 
Jetzt ift es leicht zu begreifen, dag das nemliche Re⸗ 

fultat ftatt Haben wird, wenn man, nachdem von der 

Oberflaͤche abſtrahirt wird, nur die Gleichung 
x, y-, 2) =o 

als eine Bedingungsgleichung -anfieht, welche Dura die 
‚Natur der vorgegebenen mechanifhen Zrage gegeben 
ift, woraus man ſchließen kann, daß jede Bedingung du 
durch die Gleichung 

FC(æ, y, ) 0 

ausgedruͤckten Problems in den Werthen von 
Mx“, My’, Ma‘ 

Glieder von der Ferm | 
0 Df'),.Df/(y), n/a): 

geben wird, € “ı 
| Wenn 





“auf die Mechanik. 42249 

Wenn alſo auch in einem Probleme zwey durch die 
lelchungen 
Æcx. y, 2) * of 

⸗ x y 3) = 0 
ısgedrädte Bedingungen wären, welches der Zall bey 
oͤrpern ift die ſich nach Linien von gegebenen Ziguren 
wegen, fo wird jede diefer Gleichungen ähnliche Glieder 
ben. Alfo mäßte man, vermoͤge diefer Steigungen die 
jieder 
nf’) + Yo/(x), 
nf red > 
Ä Df'l) + ve’z) 
den Werthen von 
Mæ“, My, Mz’t 
nzufügen. 
ie Größen n und Y bleiben unbeflimmt, und müffen eli⸗ 
iniet werden; aber die Gleichungen welche man wenige 
ns durch diefe Eliminirung Hat, würden durch die ges 
benen Gleichungen oo. 
f(x, yı Found 
ö @a(xX,Yy, )=0o 
ſetzt ſeyn; und fo weiter. 
| 208. | \ 

Bisher Haben wie nur bloß die Bewegung eines iſo⸗ 
sten Körpers betrachtet; man kann aber die eben gefuns 
nen Formeln gleichfalls auf Bewegungen folcher Körper 
wenden, welche auf irgend eine Art auf einander wirs 
n, es ſey nun indem fie fi Durch Faden oder durch He: 
{ ziehen, oder indem fie fih unmittelbar oder durch Ans 
ingung der Rüthen und Federn u. f. w. ftoßen, 

Wenn mehrere Körper miteinander verbunden find 

P3 und 


[4 
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und von einander abhängen, dergefialt, daß der eine nit 
bewegt werden fann, ohne den andern mehr oder weniger 
von feiner Bewegung mitzutheilen,,. fo kann man immer 


die Bedingungen diefes Syſtems dur Gleihungen zwi: 


ſchen den Coordinaten der verfchiedenen diefes Syſtem außs 
machenden Körper ausdrüden; denn es ift fihtbar, daß 
dirſe Bedingungen nur allein in den gegebenen Beziehun⸗ 


gen zwiſchen den Oertern der Körper im Raume beſtehen 
koͤnnen. Man hat alſo in dieſem Fall verſchiedene Glei⸗ 


chungen von der Form 
fx, y, ⁊, . , u. ſ w.) 30 
wenn man die Coordinaten des einen Koͤrpers im Syſtem 
deſſen Maſſe Miſt x, y, z, die Coordinaten eines andern 
von dieſen Körpern der die Maſſe N hat, &, u & nennt u, 
ſ w.; und jede der Funktionen 
| FGV. ... ze 
wird in Abſicht auf den Koͤrper M, in den Werthen don. 
Mx“,My‘,Mat 

die nemlichen Glieder 
| ne&),nf(y), af (se) " 

geben, als wenn Die Größen &, x, 2, u. f w. beftändige 
, Größen wären: denn es ift leicht zu begreifen, "daß die 
Richtung dee Kraft P, Qu. f. w. in irgend einen Augens 
blid die nemliche ſeyn muß, der Körpce mag fich bewegen 


— — — — — 


oder nicht, weil ſie einzig von der wechſelſeitigen Anord⸗ 


nung der Koͤrper gegen einander in dieſen ausenblick, ab⸗ 
haͤngt. 
Aus demſelben Grunde wird die Funktion in Abſicht 

auf den Körper N in den. Werthen von 

| N ge", N ", N g, 

Die Glieder 2 | 
E nr, (), Nſ ( 
— | geben 
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geben, wenn man durch 
FD, M(), f @ 
die Erftenfunftionen von 
f(x, yi 2,8 7 2): 
in Abficht auf &, =, EC genommen bezeichnet; und fo weiter 
für jeden Körper im Syſteme, und für jede Funktion die 
aus verfchiedene durch die Bedingungen bes Soſtems ger 
gebene Gleichungen entſtehet. 
209. 

Wenn ſich Koͤrper durch innere Kraͤfte oder durch die 
Wirkung der Federn an welchen fie befeſtigt ſind, anzie⸗ 
hen oder zuruͤckſtoßen, ſo wird, weil ſich die Kraft in 
der Richtung der. Linie äußert, welche die beiden auf 
einander wirkenden Körper: verbindet, ihre Richtung fär 
jeden dieſer wirkenden Körper ſenkrecht auf derjenigen 
fphärifhen Oberfläche ſeyn, welche duch, diefen Körper 
geht und deren Mittelpunkt: in den andern Körper liegt. 
Nenn man alfo d die Entfernung: der beiden Körper M 
und N nennt, fe hat man. für die beyden Oberflächen 
bie Gleichung 

VIGx - Hr M ( EJ 
wenn man x, y, fuͤr die Coordinaten der durch M ges 
henden Oberfläche, und &, =, $ für die Eoordinaten der 
duch N gehenden Oberfläche nimmt. Alſo fegt man 
nach der Theorie von no. 207. 

fG 0) J 

VI-—- 5 ; 
und da dieſer Werth 

ferner 
giebt, fe hat man 
pen. 


Ba 
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Alſo, weil die Größe d als befländig angefchen 
werden muf, wenn man davon die Erflefunftionen 
nimmt, fo macht man bloß — 
f(x, y- 2, E, », ) * 
VIXTM) G-) 46-02); 


und nimmt, man m für die abſolute auf beyden Körpern 


wirkende Kraft, fe bat man die nemlichen Formeln wie 
oben, für den Effect diefer Kraft ben der Bewegung 


der Körper M und N, wo man bemerfen muß, daß die 


- . 
L } 


Kraft m pofitio, wenn fie ſtrebt die Entfernung der Koͤr⸗ 


per zu Hergrößern, und negatip wen fie fih bemügt fie | 


zu verkleinern, angenommen werden muß, 

Hier ift e8 evident, daß die Größen m für die Glie 
der, welche aus der Funktion Ä 
f(&,y.....) 
in den ſich auf den Körpern M und N bejjehende Gleis 
chungen entfiehen, die nemliche feyn muß. Man Lönnte 
zweifeln ob Died auch im allgemeinen ftatt hahe, da wir 
vorausgeſetzt haben, auf welche Art die Körper unter ſich 


wirken follen: man kann e8 aber vermittelft der befanns 


ten Peincipien ı von den virtuellen Geſchwindigkeiten proͤ⸗ 
fen. | 


| 219. 
In ber That, aus dem was tveiter oben (no. 207.) 


bewieſen ift, geht bloß hervor, daß die von der Bedim 


gungsglelchung 
fix, yı2, dı c.) =_o 


abhängenden Kräfte durch 


Af(x nf(), Aſ (2) 
für. den Körper M und durch | 
ef @), EEE 2 (4) 


en | für 
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für den Körper N vorgeftellt find, u. f. w., Die Größen 
2, Y, u. f. w. müffen nothwendig die nemlichen für den: 
felden Körper fenn. Diefe Kräfte find, fo zu fagen, 
‚nichts anders als Widerſtands Kräfte, melde von der 
wechfelfeitigen Wuͤrkung der Körper entfiehen, oder wel⸗ 
che von den Hinderniſſen herkommen, die wegen der Na⸗ 
tur des Syſtems die Bewegung der Koͤrper erregen und 
ändern. Wenn man alſo jeden Körper gleiche und jener: 
gerade entgegengefegte Kräfte mittheilte, fo würde der 
Effect diefer Kräfte durch MWiderftände, von welchen wir 
eben gefprochen haben zerftört werden; mithin muß das 
Syſtem im Gleichgewicht bleiben. Alſo, die nach den 
Richtungen ihrer Coordinaten durch die Kräfte 

— nf (X), — nf). — nf) 
für den Körper M, und durch die Kräfte 

—- Vf Dr Vf, — ul) 
für den Körper, u. f. w. gereigten Körper M, N, müflen 
ſich das Gleichgewicht halten. Denn wenn man dem 
Spyſtem irgend eine Bewegung gäbe, fo muß nach dem 
Hrineip der virtuellen Gefchwindigfeiten, die Summe dee 
Kräfte, jede in die Sefchwindigkeit nach der Richtung 
der Kraft desjenigen Punkts wo fie angebracht ift, muls 
tiplicirt, im Fall des Bleichgewichts Null ſeyn. 


Nimmt man alfo in unferem alle bie reellen Ge⸗ 
ſchwindigkeiten x’, y’, 2, &, #‘, m. ſ. w. der Koͤrper 
M,N, u. f. w. nach den Richtungen ihrer Eoordinaten, 
an, für ihre virtuellen Geſchwindigkeiten nach dieſen 
Richtungen, fd wird man für das Gleichgewicht der in res 
deſtehenden Kräfte die Gleichungen 

nf (x) — nf (y,y’— nf (s) 2 — 
DE JEDE ED u. ſ. w. ⸗0 
haben, und dieſe Gleichung wird vermoͤge der Bedin⸗ 
5 gunge⸗ 
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gungsgleichung | | 

f(x, ibm, oe. l)=a 

ganz allgemein fratt haben, wovon die Kräfte 
ne(x), If (y), u. ſ. w. 


abhaͤngen. Denn wenn man Die Erftegleihung Diefet 


Gleichung in Abfiht auf der Zeit € nimmt, wo man fih 


die veränderlihen Größen x, y, 2, irn, u f m. au 


Bunftionen denft, fo hat man (no. 31.) 
x’ (x) + VrÄtdr 
zit DD ro uf wo: 
und es iſt fichtbar, daß diefe Gleichung abhängig von 
den Werthen der Gefchmwindigfeiten x,‘ y’, u. f. w. mit 
der vorhergehenden nicht beſtehen kann wenigſtene daß 


man nicht 


wzysu ſ. w. hat 

Man kann hieraus ganz allgemein ſchließen, daß die 
Kraͤfte welche aus der gegenſeitigen Wuͤrkung der Körper _ 
eines gegebenen Spftems, entfliehen koͤnnen, fich dire . 
aus [den Bedingungsgleihungen,; welche ztoifchen den 
Eoordinaten der verfchiedenen Körper des Syſtems flatt 
Haben muͤſſen, herleiten laflen, indem man die Erſtefunk⸗ 
tionen von den Funktionen nimmt welche vermöge dieſer 
Sleihungen Null ſind. Die Erftefunktionen der nemli⸗ 
hen Funktion in Beziehung der verfchiedenen Eoordinas 


sen genommen, find immer den - Kräften proportional. 


welche nach den Richtungen diefer Coordinaten wuͤrken | 
und die von der Bedingung in Beziehung auf diefe Funk⸗ 


sion abhängen. Ich war ſchon zu einem ähnlichen. Re⸗ 


ſultat in der analytiſchen Mechanik gekommen; der vor⸗ 
hergehende Beweis iſt mehr direct, und giebt fo zu fas 


gen die Metaphyſik der Sache. 


— 


æti, 


“auf die Mechanik, | 835 
... 211. | 


Wir wollen annehmen daß die Bedingungen des Sy⸗ 
ſtem unabhängig von dem Urfprung der Abſeiſſen wäre, 
das heifit, von der Lage der Ebene der ys und zE, und daß 
folglich die durch die Buchſtaben ſ, 6, u. f. w. bezeichneten 
Sunftionen, fo befchaften find, daß, wenn man zugleich 
die Abdfcıflen -z, & u. f. w der verfhicdenen Körper um eis 
neriey beliebige Größe i vermehrt, diefe Größe von ſelbſt 
aus den Funktion verſchwindet; melches .‚ftatt haben wird, 
wenn diefe Sunftionen nicht die Größe x, $ u.f.w. ifoliert 
fondern nur ihre Unterſchiede <— &, u. ſ. m. enthalten. 

Subſtituirt man x Pi, &Fi, u.f. m. in die Stelle ' 
von x, und &, u. ſ. mw, in der Funktion (x y, 2,2....) 
ſo wird ſie durch die Entwicklung nach den Pelengens von i, 

K,yVH ID FACH rum] 


— [r)+u6m.] 


Alfe bat man notpmendig die Sleichung von der er⸗ 
Ben Hrdnung 
FR P u. ſ. w. & o. 
Man findet auf dieſelbe Art 
YA) DruUufw. no; 
und. fo weiter. 


Denn wenn das Syflem feinen anderen Kräften unters 
worfen ift als denen welche aus der gegenfeitigen Wuͤrkung 
der Körper entfliehen können, fo werden die Gleichungen 
von der Bewegung in Beziehung auf die Eordinaten z,&,u. 
f. w. von der Sorm (no. 297) 

MU=nf (JH) FU ſ. w. 
Ä NSDL(HFIEDrU ſ. w. 
u. ſ. m. ſeyn. 


AUlſo 
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Alfo addirt man diefe Gleihungen zuſammen, fo hat 
man bloß | | 
Mx'+Nizufm.=o. Ä 

eine von den Bedingungen des Syſteme unabhängige Glei⸗ 
chung. 
Dieſe Gleichung hat die urſpruͤngliche Sleidung 
MEtTNdZ-+ufmw.=a; 
uhd diefe hat. noch die urfprüngliche Gleichung 
\ MxtN’E+ufw=at+b, 

wo a und b willführliche befländige Größe find. | 
Man hat alfo fogfeich in dieſem Falle eine Beziehung 
zwifchen den verfchiedenen; Abfeiffen x, & u. ſ. tw. 

Es iſt leicht einzufehen daß der in redeftehender Fall 
ben jedem; Spftem flatt Haben muß, welches ganz fren iſt 
fih in der Richtung der Are des Abſciſſen zu bewegen, was 
auch immer die Wirkung fey welche Die Körper auf einan- 
der ausüben Eönnen. Denn alsdenn, können die Bedins 
gungen des Spftemsin Beziehung auf die Age nur von den 
reſpectiven Lage ber Körper abhängen und, Feinesweges 
von ihrer Lage in Beziehung auf den Urfprung der Abfeif 
"fen; folglich fönnen die Gleihungen welche diefe Bedins 
gungen ausdrücden nur die Unterfhiedex — Eu. f. m. der | 
Abſciſſen enthalten. Und wenn die Körper auf einander ges 
genfeitige Attractionen oder Repulfionen gusüben, fo wers - 
den, da die Zundtionen 

f(9,y25. ra .) 
welche von diefen Kräften abhängen bloß durch die Entfers 
nungen 
VIC(GXS) trg—n)’ + GH): Ju, ſ. w. 
(no. 209) vorgeſtellt find, diefe Sunftionen auch idiefelde 
Eigenſchaften haben. 


. \ | Alſo 
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Alfo, wenn die Bewegung des Soſtems ganz. frep 
ach "der Richtung der Urt derze wäre, fo wird, af 
elche Art die Körper auf einander wuͤrken mögen, es 
y duch die. gegenfeitige Kraft des Widerftands oder 
urch die Kräfte der Attraction oder der Repulfion, die 
orhergehende Gleichung zwiſchen den Abfciffen x, 2 u. ſ. 
. der verſchiedenen Körper immer ftatt haben, | 

Wenn man in dem Spftem einen der Abfciffe X ente 
jrechenden Punkt annimt, dergeftallt daß man hätte 
Mx+NE+uf.m. | 


Km rn 
M+N+tauf.w: ’ 
wird man M 
" ' ‘ xu =o \ 
nd hieraus 
| X a, XS at, 


aben, wenn man annimt daß der Raum X im Anfan⸗ 


e der Zeit t Null iſt. Alſo, wird Die Bewegung dieſes 
—*— nach der Richtung der Axe der xe gleichformig 
ait der beſtaͤndigen Geſchwindigkeit a ſeyn. 

212. 


—X 


Wenn man annimt'daß die Körper m; Nuf w. 


n demfelben Suftem ferner durch beliebige Kräfte P, Q 
1. ſ. w. gereist würden,-.die nach der Are der xe ges 


ichtet find, und dahinftreben die zeu,gsn.f. m. zu vers .. 


mehren, fo müßte mann in diefem Falle reſpective die 
yie Größen P, Qu. ſ. w. zu den Werthen von Mx"N 
u, f. w. hinzufügen, welches die Sleichungen 
MXxPVTNMM (5) PPO(X) ruf w. 
Mf’=Qatuf j () + u. ſ. to. 
ziebt, deren Summe 


Mar + 
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Mx"+NF’'tufm.=P+rQarufm 
iR, und wenn man für M<+N$+ru.f.w. die Groͤße 
(M+N+UfmX, | 
fest, fo hat man (MN FUf wm IX’=PFQ+rufm 
eine Gleichung, welche die geradlinigte Bewegung eines 
Körpers von der Maſſe M+-N tu. f. w. nach der Kre 
xe vorftelt, und der Durch eine Kraft gleich PrQ+t 
u. f. mw. geveigt ift. 
Woraus man ſchließen Fann, daß derjenige Punkt 
des Syſtems welcher der Abſciſſe X entſpricht, in der 
Richtung der Are der ze die nemliche Bewegung haben 
wird, welche er haben würde wenn alle Körper des Sp 
ſtems in diefem Punft concentriet wären, und daß ale 
Kräfte welche auf die Körper in der Richtung der. nems 
lichen Are wirfen, bey ihm angebracht würden. 





213. 


Denn das Spfiem mit einmal in Abſicht auf die 
Are der ze und die ys frey ıfl, fo iſt es ſichtbar daf 
die nemliche Nefultate für die Bewegung nach dieſen 
beyden Axen flatt haben werden, und wenn das Syſten 
in ganzen Sinn gänzlich frey it, fo werden die nemlis 
hen Refultate in Beziehung auf drey Aren- ftatt Haben; 
und man fann hieraus fchlifen; wenn man in dem 
Spftem einen der Eoordinaten X, Y, Z entfprechenden 
Punkt nimmt, fo daß man hat 

ya Mx-+N!-+uf. w. 
MM +N+ufm... 
My-+Nrtu.f.w. 
M+N+tuf.w’ 
_Mı+Nd+ uf. mw. 
M+N+uf.mw. 


Y= 
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fo wird dieferBunft, wenn das Gyſtem durch feine Aufe: 
te Kraft gereige wird, ſich gleichförmig in einer geraden 
_ Linie pewegen; ferner Fann man fließen, daß, wenn 
die verfchiedenen Körper des Syſtems durch belichige 
Kräfte gereigt find, diefer nemliche Punkt fih bewegen 
würde, als wenn alle Körper darinn concentrirt wären, 
und wenn alle Kräfte darin jede nach ihrer eignen Rich⸗ 
tung angebracht wären | 

: Der in redeftehende Punft ift in der Mechanif unter 
den Nahmen Mittelpunft des Schweere befannt, 
and der eben bewiefene Sag heißt gewöhnlich wie folgt: Der 
Zuſtand der Bewegung oder der Ruhe des Mittelpunfts 
der Schweere von mehrerern Körpern, ändert nicht die 
- wechfeifeitige Würfung der Körper unter fih, wenn nur 
das Syſtem ganz frey ift, welches das Princip oder das 
Gefen an der Erhaltung der Bewegung des 
Mittelpunfts der Schwere ausmacht. | 

Es iſt nuͤtzlich, zu bemerken daß das Princip auch 
ftatt Haben wird, wenn durch die wechfelfeitige Begeg⸗ 
nung und Wirfung-der Körper plögliche Veränderungen 
in ihren Bewegungen entftiehen; denn man kann diefe 
Veränderungen ald durch die Wirfungen der zmwifchen 
den Ifich ſtoßenden Körpern liegenden Federn hervorge⸗ 
bracht anfehen. Aus diefem Gefichtspunfte kann man 
die Verändetungen welche in den Stoß der barten Körs 
‚per geichehen, betrachten, und es ift aus diefen Grund, 
daß die Bewegung des Mittelpunfts der Schwere nicht 
in dieſen Veraͤnderungen alterirt wird. 


214. 
Man bezieht gemeiniglich den Mittelpunkt der 
Schwere von mehreren Koͤrpern, auf drey feſte Axen, ver⸗ 
mittelſt 


— 


m. 4.1... — — — un u 
X 
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mittelſt der oben gegebenen Coordinuten X, Y, Zz; wenn 


man fie auf beſtimmte Punkte beziehen wolte, fo wird, 


wenn man die dren Coordinaten von einem diefer Punkte 


| a, b, c und die Entfernung des Mittelpunfts der Schwert 


von diefen Punkte d nennt 
@=(X-2) 4 Ib’ =X'+Y2rZ- 
— 3aX— 26Y— 2cZ+ta?-+b?+c2, 


Denn wenn man das Quadrat von der Größe Mx 


+NEtULm. macht, fo if es leicht zu ſehen, da 
‚man e8 unter der Form 


(M+N+ u. ſ. )Me+-NEP+ uf )—MNa-H’— U. (m. 


Bringen fann; mithin hat man (vorhergehende Nummer) 


Mx’+-NP+n ſ. w _MNK&-D’+u ſ.w. 
M+N-+uf.w, (M+N+uf.m) 


x’ 


‚und hieraus X — 2a X +2 = 


M(x -a)®+ NG - a)’ 4 n. ſ. w. 
‚M+N +uf.w 
MN&—E’+uf.m, 
(M+ N -uf.m)? 


Man wird auch eben fo 
v — .bY+’= 
. fe. i. m . 
M+NF+ufw 
MNy-n’+utim. 
M+N-+ u. fi w.)* 
Anden, und gleichfalls 
Z’ — 2e 2 +’ = 
M(z —c)’ + N (&—e) + u. f. w u 
M+N+u- nn, 
UNG—eTr „LM 
M+N+m ſ. w.) 
Men 


“auf die Mechanik. 141 
Wenn man dieſe Subſtitutionen in dem vorherge⸗ 
henden Ausdruck von d2 macht, und der Kürze wegen 
durh A die Summe der Maſſen N, N, u. ſ. w. be⸗ 
zeichnet, jede durch das. Quadrat ihrer Entfernung vom 
gegebenen Punkk multiplicirt, dieſe Summe ferner durch 
‚die Summe der Maſſen dividirt; und wenn man auch 
durch Bdie Summe von den Produften der Maflen bezeichnet, 
je zwey und zwey genommen, und durch Das Duadrat 
ihrer. refpestiven Entfernungen muftiplicirt, dieſe Summe 
durch das Quadrat von der Summe der Meflen divi⸗ 
dirt, ſo hat man 7— 
d2 =A=B, 
mithin | 
d=mf{A—B) 
Da alfo die Größe B nur von der refpectiveu Lage . 
der Körper abhängt, fo hat man, wenn man die Wers 
the von A in Beziehung auf drey verfciedene Punkte 
die nach Belieben, im Spftem oder außer ıhm genoms 
men find, beitimmt, die Entfernungen des Mittelpunkts 
der Schwere von dieſen Punkten, und folglich ſeine abs 
ſolute Lage. Wenn die Körper alle in der enemlichen 
Ebene wären, fo brauchte man nur zwey Punfte zu bes 
trachten, und man würde nur einen einzigen brauchen, _ 
wenn alle Körper in einer geraden Linie wären, - Wegn 
man die drey gegebenen Punkte felbft in den Körpern 
des Syſtems annimmt, fo wird die Lage des Mittels 
punkts der Schwere bloß durch die Maſſen und ihre re⸗ 
ſpective Entfernungen gegeben ſeyn. Da dieſe Art, den 
Mittelpunkt der Schwere zu finden, wenig bekannt iſt, 
ſo habe ich geglaubt, ſie hier des Nutzens wegen den ſie 
"Bey verſchiedenen Gelegenheiten verſchaffen kann, geben 
zu muͤſſen. 
I. The:. RR 215, 


[0 j ⸗ J 
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| BE 215. 
Wir woſſlen jetzt annehmen, daß die Bedingungen 


des Spftemd-unabhängig von der Richtung der Are der 


xe und ys auf der Cbene diefer Eoordinaten ſeyn, fo 
daß , wenn man dieſe Aren fih um die Are der 28 uns 
- tee einem beliebigen Winkel i drehen läßt, welches die 
bfelfien x, Eu. ſ. w. in xcoſ.i -y fin.i, Zeofi -nñin.tu. f. w. 
und die Dedinatenyan.f.iw. iny eoſi 4x (in.4,ncof.i -F En. 

u. ſ.w. derwandelt, die durch die Buchſtaben / 0 vorgeſtellten 


Bunftionen nicht wegen dieſer Veraͤnderung varüren, 


wie groß auch der Winkel i ſey. Es iſt feiht zu fehen, 


daß dieſe Eigenſchaften im allgemeinen in jeder Funktion 


der Größen 
x2 + y2,52 #2, xö+yn, ze, u. w. 
ftatt Haben wird. 
Wenn man 
asæ—x (coſ. i - J—ylmi, 
b y (toſ. i — 1) +x mi, 
=} (fi — 1) — «fin. i, 
| a (coſ. i — 7) +EmMm i, u. ſ. w. 
macht; ſo muß, indem zugleich in dieſen Funktionen 
x-a y+b Etat wf.w. an der Stelle von x, y» 
pp” u. ſ. w. gefegt und nad den Potenzen von i ent 
wi@elt wird, die Summe der Glieder Null ſeyn, melde 
mit einerley Potenz behaftet find. Denn die Funktion 
icx, y, 2, 8.. I wird durch die Subſtitution und duch 
die Entwirfelung nad) den Potenzen von a,b,“,su.f.W. 
Sayau&...)taf re 
„Pl trAfo) P u. 2 w. + Zu orten 
Man hat aber ' ’ 
Gi == i ru ſ. w. 
cafi= 


— — — —— 


“anf die Mehanil. . 3 :- 943 
\ . 


‘ ! is 
 efi=mi1i-—— rufe 


mithin find die in der hervorgehenden Sormel miti behaf⸗ 
teten Gliede 
IISMMATFGOVS Vor J—utn] 
folglich Hat man für die Funktion f(x,y... 2 die Be’ 
dingungsgleichung 
——— Qu. ſ. mo 
Man findet auf die nemliche Art für die Sunftion 
@(z,y....) die Gleichung 
. x@.y)- tert. w.=o 
and fo auch mit den andern. 


\ | 216. 

Kerner, wenn die Körper des Syſtems Feine andere Wirs - 
ungen auszuftehen haben als diejenigen welche dur ıhre 
gegenfeitige Verbindung entflehen, fo werden die Gleis 
Hungen der Bewegung in Beziehung auf die Coordina⸗ 
ten x, y, bmw. f w. diefe Form haben (no. 207) . 

a tree (rufw 
M’=nf(y)treo(YV+ n. ſ. w. 
NEnf(e)rre (Dr u. ſ. w. 

Na XN(V)PVO() u. ſ. w. 

Wenn man alſo die zweite von dieſen durch x, mul⸗ 
tiplicirten Gleichungen, die vierte durch ẽ multipliciste 
und fo fort, jufammenaddirt und hiervon die erfte durch 
y multipliciste, die dritte durch = multiplicirte u. ſ. w. abs 
zieht, fo hat man vermöge der eben gefundenen Bedins 
gungsgleihungen, die Gleichung: 

.M(xy’—y x) NG’ — 14 uf. w. ® 
weiche auch wie man ſieht unabhängig ı von den Bedin⸗ 
gungen des Syſtems iſt. ”. 

Ä Da = Nimt 


BR BEA 
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Minmt man hiervon ihre urſpruͤngliche Gleichung, 
fo iſt W | | | 
M&y—yı)+NE/- N) Truf.w.=c 
wo C eine willkuͤhrliche beftändige Größe ift. Alſo hat 
man auf der Stelle eine Gleihung von der erſten Ord⸗ 
nung zwiſchen den Koordinaten x, y,& = ım h w. der 
verſchiedenen Körper. 
Denn xy —yXzxy+yx — 2yx; 
aber xy’+yx’ ift die Erftefunftion von xy, daß heißt, 
von dem doppelten Inhalt des rechtwinkeligen Dreyers 
deſſen Srundlinie x und-Höhe yift, und yx’ iſt idie Er 
ſtefunktion von der zwiſchen der Abſciſſe x ‚und Ordinate 
 y begriffenen Curve; mithin wird - 
. xy —yx’ 

— — 
die Erſtekunktionen von dem unterſchiede des Drop 
"und. des Zlächen- Inhalts. von den wir fprechen feon; und ' 
es ift leicht zu fehen, daß diefer Unterfchied ganz allges 
mein, dem zwiſchen der Eucve, deren Eoordinaten x und 
yfind, begriffenem Raume, und zwiſchen der vom Urſprung 
dieſer Coordinaten bis zur Curve gezogenen ‚gerade Linie, 
das heißt, dem Slächeninhalt des durch Diefe nemliche 
gerade Linie befhriebenen Sectors welchen man den Ras 
Dius vector nennt, gleich ift. 


Nennt man diefen Flaͤcheninhalt A Yo ift 

| xy —yxı'zagA’; 
und nennt man eben fo « den Slächeninhalt, der durch 
den Radius vector befchrieben wird, welcher an die&ur: 
de wovon Z und n die Eoordinaten ſi nd gezogen iſt ſo bat 
: man gleichfalls 

gt!‘ Hau! ſ. w. 

If diefe Art wird bie vorhergehende Gleichung 
2MA 
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u 3MAF2N“ HU. .woc; i 
und da die: Erfefunftionen, fich Bier auf die Jeit beziehen, 
ſo hat man dieſe urſpruͤngliche Gleichung 
MATN.P uf.m.=!Ct+D, | 
mo D eine willführliche beſtaͤndige Größe if, welche Null 
fegn wird, wenn man die Flächeninhalte A, «. u. f. w. 
vom Anfang der Zeit t anfangen. läht. Aödenn wird 
die Summe der Slächeninhalte jeder durch die eorrefpons 
dirende Maſſe multiplicirt, der Zeit proportional ſeyn. 


Es kann zufolge der Geſtalt der Curve, deren Coor⸗ 
dinaten x und y find, geſchehen, daß der durch den Ra⸗— 
dius vector befchriebene Flächeninhalt im Gegentheil der 
‚ Unterfchied zwiſchen dem Inhalt der Curve nnd dem des 
Dreyecks if, in welchem Fall man Bat xy — yv=—aäı; 
man fann fih aber leicht überzeugen, daß in diefem Fall 
der Inhalt in einem entgegengefegten Sinne beſchrieben 
wird. Ganz allgemein alfo, die Summe von den Pro: 
dukten der Maflen in den Flächeninhalten wird der Zeit 
- proportional feyn, wenn man die in dem nemlichen Sin: 
ne befchriebenen Inhalte pofitig, und die welche in einem 
entgegengefegten Sinne beſchrieben find negativ nimmt. 
Dies ift eine werentliche Bemerfung, ohne welcher das 
in redeftehende Theorem nicht ganz allgemein wahr ſeyn 
wuͤrde. 


Dieſes Geſetz der Inhaltẽ findet alfo bey der Bewe⸗ 
gung aller Syſteme von Körpeen ftatt, die auf irgend 
eine Art auf einander wirken, wenn nur dag Spftem 
"ganz 'frey ſich um die re der 28 fenfrecht auf: der 
‚ Ebene dev ze und y& drehen kann; denn es iſt ſichtbar 
dab die von der gegenfeitigen Verbindung der Körper 
berfommenden Bedingungen, bey ieder Richtung welche - 

D3 an 
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man den Aren der xp und ys siehe, die, nenn. fen 
- werden. 


Und wenn die Körper auf einander durch Attraeti⸗ 
tions oder Repulſions⸗Kraͤfte wuͤrken, und die von dia 
fen Kräften abhaͤngenden Zunftionen die, bloß durch di 
Entferäungen. | 

Vla-9°+0-0'r0.-0' uf w. 
(na. 209) vorgefiellt find, fo werden! diefe Funktionen 
auch die Eigenſchaft Haben, welche wir vorausgeſetzt has 
ben und es wird folglich das nemliche Geſet der Inhalte 
\ noch ſtatt hahen. 


— 


Endlich wenn die Körper u Nu. . w. ferner duschlbefiehigh 


Kräfte P,Qu, f. to. gereigt werden, die gegen gegebene Punkte 

‚der Arge der z 8, welche non der Eben der ze und ys 

um die Größen m,nu. ſ. w. entfernt find, fo ift es leicht aus 

den Formeln in no. 206 zu fchliehen daß man zu den 

Werthen von mx" und N y” die vefpeftiven eier 
Px _ 


rn J 
nd ee 


Pinzufügen muß; und eben fo zu den Werthen vdes M 
und Na’ bie Glieder 
ar oo. 
vier DEIN 
ar: . | 
7 [Fe +2 + -m)3 
und fo weiter, Folglich find die Werthe der Größen 
M(xy4—yx!N), Mit.) u. ſ. w. 


— — 


ungabhaͤngig von dieſen Kraͤften, und das Beleg der. ns. 


balte wird auch in diefem Sat beſtehen: es wird alſo 


auch ns gelten. wenn die Körper hur no durch Kräfte 


die 


—— 
t 
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die parallel mit der nemfichen Axe laufen gereitzt werden, 
und. mithin fenfrecht auf der Ebene der xe und yet 
Ind. . 


Alſo wenn ganz allgemein daß Syſtem fich frey um 
- eine feſte Are drehen Fann, fo if, bey jeder Wirkung 
welche die Körper auf einander ausäben Fönnen, und 
son weichen Kröften fie auch Immer gereitzt feyn mögen, 
wenn fie nur nach dieſer Are zu gerichtet oder ihr pas 
rallel find, die Summe von den Produkten aus ber Maſ⸗ 
Re jedes Körpers durch den Inhalt, welchen fein’ Projecs 
tion auf einer auf der nemlichen Are fenfrechten Ebene 
um diefe Age befchreibt, immer der Zeit proportional. 
Wenn daher das Syſtem ſich frey auf irgend eine 
Art um einen feſten Punkt drehen kann, und außer der 
gegenſeitigen Wirkung der Körper, jeder von ihnen noch 
durch eine beliebige nach diefen Punkt  zielende 
Kraft gereigt würde, fo würde das nemliche Gefeg der 
Inhalte in Beziehung auf alle Aren weiche durch diefen 
Punkt gehen ftatt haben. Man hätte alfo für diefen 
Fall, wenn dieſer Punkt für den Urſprung der Eordinas 
ten genommen wird, in Beziehung auf die drey Aren 
der Cordinaten, folgende drei Gleichungen von der ers 
- ften Ordnung (vorhergehende no.) | 
 Mayf—yx)+ Nat u. ſ. w. C 
M(xz=zx) NE?-—Ct u.ſ. w. - n 
M(yz/—-z2y) PNGCCACQAS u. ſ. w. F 
wo GC. D, E, willkuͤhrliche beſtaͤndige Groͤßen find, 


217. 
Wenn dos Syſtem ganz frey waͤre, und wenn es 
, Q4 keine 


. . 
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‚feine feften panktẽ hätte, fo würden dieſe Gleichungen 

“und folglich auch das Geſet der Inhalte in Abſicht auf 
einen beliebigen fuͤr den Urſprung der Eoordinaten an⸗ 

genommenen Punkt ſtatt hahen, ſo wie auch fuͤr alle 
Aren welche man durch dieſen Punkt gehen läßt, 


Es würde noch immer das nemliche bleiben, in dem 
Fall, wenn der in redeftehende Punkt ftatt im Raum - 
befeitigt zu feyn ‚irgend eine geradlinigte und gleichför, 
mige Bewegung hätte. In der That, wir wollen annehs 
men, daß er in der Zeit t die Raͤume at, Ar, zit nah 
der Richtung der Axen der xe der ys u. 26 durchliefe, wa 
0, A, y beftändige Größen find, uhd p 9 moͤgen die 
| Eoordinaten des Koͤrpers M, #, x, e die des Koͤrpers N 
u. f mw. auf diefer nemlichen für ihren Urfpsung genom⸗ 
menen Punkt bezogen, feyn, fo ift klar, daß man alsdenn 
hat 

— — 
und eben ſo 
ans momt— ii u 


- md fo. niit andern. Man bat alfe - 


Bgm) — N -4- a4) g 
muy —y — u - y))+ “ua . 
und eben fo 
an) + ß(t? - 8 | 
und fo mit andern ähnlichen Sormeln. Man wi alſo 
haben 
M.pg‘ — ge) +. N- ze) + U f- io. 
= May — x NC(Æ — Hr uf. m 
— at(My + N + uf. w.) 4My (Na + uf 
+ Mr + Nt u. ſ. w.) — KR NEF u) 


F om in dieſem Fall ar. ztı und zuy 


Mx | 
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Mk+N+uf.w=ar+ b, 
M+N+uf(.w=o+d;r 
“find a, b, c, d beftändige Größen: es wird alfo, wenn 
man biefe Subftitutionen macht 
M(pg’ m gp‘) + Na’ — x) Huf m 
= Mixy! — yx) + N — ıf) Hr ul. 
+ 4d - mc P Ad — Mb, 
Folglich ift die Größe 
Mipg’ — gp') + Nez — ze) +uf.m 
noch beftändig; mithin if die Summe der um die Age 
der rs, welche durch den bewegten Punkt geht, beſchriebe⸗ 
nen Inhalte, jeden durch die reſpective Maſſe multiplis 
firt auch der Zeit proportional. 

Man findet auf dieſelbe Art, daß die beyden anders | 

- Größen 

M(pr' — ıp‘) + Nee — ee‘) + u. fo. 

M(ge’ — rg’) N(x- eX) + u ſ. w. 
beftändig find, und daß alfo die Summe der um die 
Aren der gs und ps, die durch den nemlichen bewegten 
Punkt gehen, befchriebenen Inhalte, jeden durch die res 
fpective Mafle multiplicist, auch noch der Zeit propottio⸗ 
nal-ift. 

Da alfo in den in redeftehenden Fall, der Schwer 
punkt des Syſtems nur eine geradlinigte und gleichförmige 
Bemegung haben kann (Rr. 313) fo folgt: hieraus, daß 
das Gefetz des, Inhalte in Abſicht auf den Mittelpunkt 
der Schwere und für alle Apen die man durch dieſen 
Mittelpunft gehen läßt ftatt haben wird, 

Wir bemerfen no, daß dag Geſetz der Inhalte, 
wovon wir ſprechen, eben fo wie das Gefe des Bewez 

"gung des Mittelpunftd der Schwere alt hat, und auf 
demſelben Grunde (213) wenn in den Bewegungen dei 
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| Softems plöptiche Veränderungen durch die gegenfetige 
Wirkung der Körper woraus es zufammengefept iſt, das 
su fommen. Alfo fann man, das nemliche Geſetz, ſowohi 
euf den Stoß der harten als un den. der. elafifchen 
xbeper anwenden. 


194. | 
Welches auch immer die Bedingungen des Spftems 
ſeyn moͤgen, ſo werden die Bedingungs⸗ Gleichungen 
FC(x, y. 2, 2..) 20 
(x, y. ⁊. 83.. ) 0 u. f. w. 
immer, wenn man die Erſtefunktionen in Beziehung auf 
die Zeit t nimt, wovon die veraͤnderlichen Größen x, y 
u. f. w. Funktionen find. 
x’f Wr mr Erf Wr (") —2 * 
u.fw.=o 
BIPTESE SET ae —X —Q 
u. ſ. w. * 0 


geben; und fo weiter. 

Denn wenn\ dab Syſtem nur die Wuͤrkung der 
Kraͤfte empfindet, welche aus diefen Pedingungen | ent 
‚Mehen, fo werden die Gleihungen des Bewegung” der 
Körper M, N, u. f. w. von der Form (Mr. 208) " 

Mn) Fre) u. ſ. w. 

Mt=uffy)trecy) rufm 

Mr’ mn f(z) Proc) ruf. m 

NER) Hr ruf mw 

, N NFAA) rel) P u. ſ. w. 

N’) Fred + u ſ. w. 

u. X io. ſeyn. 

Multiplicirt man dieſe Gleichungen reſpective durch 
ya, fein und addirt ſie zufammen, fo 
| | Sat 
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Bat man dieſe 
MC(Xx +y y' +2’) Negro LEE LN. r m.=e 
die ganz unabhängig von den Bedingungen des Soſtems 
‚it, und welche daher ganz allgemein ſtatt Haben wird, 
‚weiches auch immer die Lage und die gegenfeitige Vers 
bindung der Körper welche «6 auszumachen, feyn mag. 


Die urfprünglie Bleichung diefer Gleichung ift 
 M@&@a+y2h22) $ Ni 2 tr +3) u. ſ. wm 
in welcher H eine willführliche beftändige Größe iſt. Denn 
wie haben gefehen (Mr. 195) da 
V(xa, y2 + 27'2) 
die Geſchwindigkeit des Koͤrpers ausdruͤckt, weicher die 
Curve deren Eoordinaten x, y, 3 find,. befchreibt; wenn 
man alfo u die Geſchwindigkeit des Körpers M, und v 
‚die des Körpers N'nennt, und fo mit audern, fo hat: 
man | 
xi3 + y3 + 3'323 zu u3, 

’ 2 pi +2 mv 

a, f. w. und die vorhergehende &eichung wird - 
Mu2 + Nv + u. ſ. w. =H, 


In dem beruͤhmten Streit uͤder die Schaͤtzung der 
Kräfte, nennte man lebendige Kraft eines bewegten 
Körpers, das Probuft aus feiner Mafle in dag Quadrat 
feinee Geſchwindigkeit. Wehätt man alfe diefe Benen⸗ 
nung bey, fo flieht man aus der oben gefundenen Glei⸗ 


chung, daß die Summe der lebendigen Mafte von allen 


Koͤrpern eines Syſtems, beſtaͤndig iſt, wenn dieſe Koͤrper 
- Feine andern Wirkungen empfinden, als die, welche aus 
ihrer Verbindung, und überhaupt von allen Bedingun⸗ 
gen welche duch Gleihungen zwifhen den verſchiedenep 
Eorrdinaten dee gerpert, a vet die: zeit mit bineinz 


ame 


— 
he RR © 
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fommt, entſtehen. Und in diefem Geſetz beftcht das 
Princip der Erhaltung, der kebendigen Kräfte _ - 
220. u ü , 
Weonn die Körper ferner aufeinander durch beliebige 
Attractions a oder Repuljiond » Kräfte wuͤrkten, ſo wuͤrden 
dieſe Kraͤfte in der That, Glieder von der nemlichen 
Form .nf'Cx), Sfr) u. ſ. w. in den Werthen 
bet Größen Mx“, My“ u. ſ. w. geben, wenn (man für 
die Funktion /(x,y....) die Entfernung 
Vla-92 HG +G#Oer 
der beyden Körper, und für n bie abfolute Kraft nimt, 
welche diefe Körper auf einander ausuͤben (Mr. 209); 
es iſt aber augenſcheiniich, daß die Ped mouu⸗ | 
FD rI SFT w. 
für dieſe Sunftion ſowohl, als für diejenigen, welche 
aus den Bldingungen des Syſtems entfiehen nicht ftatt 
haben wird, Diefe Glieder werden alſo in der von den 
DHedingungen des Syſtems unabhängigen Bleihung be 
ſtehen, und man hat alfo 
lat Hy zz NE RE u. (mm 


Ee TE7 Io ES mETZIOL TO 


nu DT Fu ſ. w. 
wo man fieht, daß die Größe - ' 

BE KDD ꝓ. ſ. | 
‚die Grfenfunftion in Beziehung anf te don ber Funktion 
fa y y28.. BL melde hier _ Ä 

rs VI( — 2° +G-9+@-97 | 
Wenn man alfo ganz alfgemein. durch p die geradHis 
nigte Entfernung der Körper M und M und durch P die 
adſelute Auractions ⸗ oder Repulſi ionsfraft. bezeichnet, 
| weise 
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welche die Körper auf einander ausüben, wenn man fers 

. ner durch g. die geradlinigte Entfernung zwiſchen zwey 
Körpern des Syſtems, und durch Q die abfolute Attras 
ttiond > oder Repulſionskraft diefer Heiden Körper bezeichs 
net, und fo weiter, fo wird, wenn man die Größen P, 

Qu.ſ. w. poſitiv nimmt, wenn fie ſich beſtreben die Ent 
fernungen 'p, g u. ſ. w. zu vergroͤßern, und negativ, 
wenn fie ſich beſtreben dieſe Entfernungen zu. vermindern, 
und wenn die Gefchmwindigkeiten der Körper M,N u. f. 
w. u, vu ſ. w. genanat meiden, die vorhergehende 
Gleichung 

Muv#Nvr/+tuft. = Ppi+Qg ruf. 

- welche zwar unabhängig von den Bedingungen des Sys 
ftems if, aber doch, wie man fieht, die gegenfeitige Ats 
tractiong = oder Repulfionsfräfte P, Qu. f. w. entpält. 


[20 


| 221. “ 
.* Endlich, wenn die Körper zu ‚gleicher Zeit gegen fer 
fie Mittelpunfte angezogen , oder von diefen Mittelpunfe . 
ten abgefioßen würden, ſo hat noch die nemlihe Glei⸗ 
hung flatt, wenn man zum Beyſpiel p fuͤr die Entfer⸗ 
nung des Koͤrpers M von einem feſten Punkt, und P 
für die Kraft nimmt, welche von diefem Mittelpunft 
herfommt; und fo.mit andern. Denn man fann den 
Sall, der nach feften Mittelpunften ftrebenden Kräfte, 
von dem der gegenfeitigen Wuͤrkungen der Körper her⸗ 
leiten, wenn man annimmt daß einige von diefen Körs 
pern unbeweglich werden, welches ftatt findet wenn ihre 
Maſſen unendlich find; aber ohne Zuflucht zu. diefem ins 
directen Beweiſe zu nehmen, braucht man nur zu über» 
X Jegen, daß wenn 3. B. der Körper M die Wirfung einer 
Kraft P empfindet, welche bon sinem feften der Lage 


nach 





s 
zul. 


254. Aunwenbung ber Theorie 

nach durch die Coordinaten 1,'m, a gehebenen Bunkt 
ausgeht , und deren Entfernang von M, p ift, fo wer⸗ 
den darans (no. 206.) in den Werthen der Größen Mx”, 


My‘, M:”, bie vefpectiven Glieder 
, Boom Pp Bon 
N —— ’. . 


| — | | | 
entitehen ; und folglich in den Werthen. von 
i M (x x” ty y" + z/ 2’) oder von Muv’ 
x DMeßlider 
ed 4 —E + Zr \ 
da aber | 
= Yla-b40-m): Ian 
iſt, fo hat man 
gr (x-Nx+ ———— 


Woraus man ganz allgemein wliehen wird, daß die 


Gleichung 
Muu-Nvv4 u. t. w. . Pp Füge u ſ. w. 

fuͤr jedes Syſtems von Körpern ftatt hat, die auf irgend 

eine Art geftet oder verbunden find, und welche fi 

gegenfeitig anziehen oder zurädftoßen, oder gegen 
‚gen feſte Punkte angezogen, oder durch beliebige Keäfte 

P, Qu, ſ. w. zuruͤckgeſtoden werden, wenn man die wech⸗ 

ſelſeitigen Entfernungen der ſich anziehenden, oder zuruͤck⸗ 


ſtoßenden Kräfte oder ihrer Entfernungen von den feſten 


angiehenden oder zuruͤckſtoßenden Mittelpunften p, qu. ſ. 


w. nennt, und wenn man die Größen P, Q u. f. w. voſi⸗ 


tiv oder negativ nimmt, je nachdem diefe Kräfte zuruͤckſto⸗ 
Sende oder anziehende find, weil erſtere, die Entfernungen 
PP 


- ‚folglich reduciren ſich die in eeefehenden Glieder auf NR . 
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p, qu.fw. zu vergrößern und Teftere fie gu beringern ſtec⸗ 
ben. i , Ä 


\ 


222. 


Wenn die Kräfte P, Q u. ſ. w. refpective, beliebige 
| Sunftionen von den Entfernungen pı q: u: f. w. nad 
welchen fie würfen, find, welches man immer annehmen 
kann, wenn diefe Kräfte von einander unabhängig fi find, 
- oder überhaupt, wenn die Groͤßen P, Qu. ſ. wi eben fo 
Funktionen von p, gu. f. w. find als die Größe 
Ppftagtrufm 
die Erftefunftion einer Funktion von p, q u. f. w. if, wels 
| ge wir dur 
Fo, gu...) 
bezeichnen wollen, ſo wird die urfprünglicye Gleichung der 
obigen Gleichung 
MW-+NVv? +. [w.=K+23F(p, g...) 
feyn, wo K eine willkuͤhrliche beſtaͤndige Groͤße iſt; und 
die Kraͤftup, Q u. ſ. m. welche nad) den Linien p, q u. ſ. 
w. wuͤrken, werden durch die Erſtefunktionen 
Fi (pP), F (q), u. ſ. w. 
vorgeſtellt ſeyn. 3J 
Es mögen a, bu, f. w. die Werthe don p, gif. w, 
in einen gegebenen Augenblick, und U, vuf. w. die Ge⸗ 
ſchwindigkeiten von M, N u. ſ. w in dieſen Augenblick 
ſeyn, ſo wird die vorhergehende Gleichung auf dieſen nem 
lichen Augenblick bezogen, | 
MU+NVHUS$MEKtEFr bb...) 
geben, woraus man zieht 
K=MU’+NVtuf. w. —2 F(a, b...)3 
ſubſtituirt man nun dieſen Werth, ſo hat man die alg⸗ 


meine Gleichung 
M u 





iR 
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MW"+Nvtrufwm=MU'FNV’Fufm. ws 


‚r3Fb,. g.1—27l(a, bi...) 
Diefe Gleichung enthält das Princip von der Erhal⸗ 


tung der lebendigen Kräfte, in feiner garizen Allgemeinheit 


genommen. Gie zeigt daß die ‚ganze lebendige Kraft dee 


Syſtems nur von activen Kräften welche die Körper reis 


zen, und von der Lage der Körper in Beziehung auf den 
Mittefpuntt. diefer Kräfte, abhänge; fo daß, . wenn in cis 
nem Augenblic® die Körper von diefen Mittelpunfte gleich 
weit entfernt find, auch die Summe ihrer lebendigen Kröfs 
te die nemliche feyn wird, 


Ich verftehe unter artide æeraf te, die Kraͤfte wel⸗ 


| 


che die Körper aufeinander ausüben, und. deren Effect if, 
daß fie ihre Entfernungen oder ihre refpective Lagen vers . 


aͤndern, wie die Innern Kräfte der Attractidn oder der 


Repulſi ion, die Kräfte der zwiſchen den Koͤrpern ange: 
brachten Kedern, u. ſ, w. Im Gegentheil, id nenne 


paffive Kräfte, die Kräfte des Widerſtandes, melde 


. due den Bruck der Körner hervorgebracht werden, die 
. Ausdehnung der Fäden oder der Ruthen u, f. w., und des 


ven Effect ift, daß fie die Körper in. def nemlichen reſpecti⸗ 


ven Lage erhalten ‚und ‚perhindern, daß die Bedingungen. 


des Syſtems nicht verlegt werden. Diefe paffiven Kräfte 
tragen, wie man fieht zur Hervorbringung der lebendigen 
Kraft nichts bey; nur die activen Kräfte affein vermehren 
oder vermindern die lebendige Kraft, wie fie es thun wur 
den, wenn die Körper, nachdem fie e frey bewegt find, ven 
einerlei Punkten ausgiengen und zu den nemlichen Punk⸗ 


ten wieder jurdefegeten, indem fie beliebige Einien bes 


ſchreiben. 


223. 
Wir haben oeſche daß das Geſetz der Teweguũg des 
WWittel⸗ 


— 
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Mittelpunfts der Schwere ſowohl, als das der Flaͤchenin⸗ 
halte, unabhängig von den. gegenfeitigen Würfungen der 
Körper find, welches aus diefer Würfung fey, fie mag . 
von. paffiven oder activen Kräften herfommen; es haben 
alfo diefe Heiden Gefegte in diefer Hinficht eine weit größere 
Ausdehnung ale das Gefekte von der Erhaltung ber lebens 
digen Kräfte, welches nur von. der Wuͤrkung der paſſiven 
Kräfte unabhängig ift. Es folgt hieraus, daß diefes letzte 
Geſetz nicht beftehen kann, wie die beiden ıerften, in dem 
Fall nemlich wo durch die gegenfeitige Würfung der Körs 
per oder durch fich ereignende Hinderniffe, plögliche Vers 
„ änderungen in ihren Bewegungen entflehen,, weil be 
Veränderungen: immer der Effekt activer Kräfte von ' 
fen den Körpern oder zwifchen ihnen und den Hinder” 
fen angebrachten Federn, find odes dafür angefehen we: 
den fönnen, und welche, indem fie ſich etwas zufammen 

ziehen. oder ausdehnen, das Gefeg der Stetigfeit in den 
Beraͤnderungen der Bewegung benbehalten. Die lebendige 
Kraft der Körper welche alfo plögliche Veränderungen aus» 
halten, erhält bey jeder diefer Veränderungen, einen Zus 
wachs oder eine Abnahme gleich der lebendigen Kraft, wels 
che durch die Würfung diefer Federn hervorgebracht wuͤr⸗ 
de wenn die Koͤrper blos dieſer Würfung unterworfen 
wären. 


Wenn daher die Körper M, N u. f. to. fich begegnen. 
“oder Hinderniffe antreffen, dargeftellt dag dadurch plöglis 
he Veränderungen in ihren Bewegungen entftehen ;_ fo 
koͤnnte man auf dieſeKoͤrper, während ihrer Würkuug fo furz 
wie fie au ſeyn fönnte, die Formeln der vorhergehenden 
Hummer anwenden; fo daß wenn man ihre Geſchwindig⸗ 
feiten im Anfang der Wuͤrkung U, vu. ſ. w. und die Ger 
fshwindigfeiten am Ende der Wuͤrkung u, v ur f w. nennt, 


U Theil, | R und 
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und ferner durch a, b u. ſ. m. die Werthe der Entfernun⸗ 
gen p, qu. ſw. im Anfange, und durch *, Au. ſ. w. ihre 
Werthe am Ende der nemlichen Wuͤrkung, bezeichnet, man 
MU NV ꝓu. ſ· w. — Muꝰ — Ny* — u. w. ⸗ 

2 F(a, —RB —— Bu.) 
haben wird. 

Dies zeigt dab der Unterfchied der Tebendigen Kräfte 
am Anfange und am Ende der Wirfung 

’ oF(ab.:. 3—2Fla, 8, .. ..) 

ſeyn wird, mo man bemerftdaß, obgleich die Gröhen ze u. 
ſ. w. wenig von den Größen a, b u. ſ. w. unterfihieden 
find, dee Unterfchied der ähnlichen Funktionen Fra, b,...c) 
und lm Goes.) dennoch einen beliebigen endlichen Werth 
haben kann. 


224. 


Da dieſe Funktionen unbekannt find‘, fo koöͤnnde man 
Diefe Art Die Veränderung der lebendige Kraft nicht be: 


ſtimmen; in beföndern Sällen aber, wird man fie aus 


den Bedingungen des Problens finden koͤnnen. | 
Wenn ſich Körper unmittelbar: oder durch die Dar- 
gwifchenfunft eines Hebels oder beliebiger Maſchienen, 
fioßen, fo gefchieht, wenn die Körper vollfommen elaſtiſch 
find, das Zuſammendruͤcken Ind die Wiederherſtellung 
nach dem nemlichen Geſetz, und man denft ſich die Wir 
‚tung fo lange, bis bie. Koͤrper durch die Wiederheiftel: 
lung der Federn wieder diefelbe telative lage angenommen 
"Hat welche fie vor dem Anfange des Drug hatten, . 


. — — 


Dan Hat daher für dieſen Fall, in der vorhergehenden \ 


Bleidung, Sa, F=bu.fw. und mithin 

E(u, . J=7lab....) 
woraus folgt, daß die lebendige Fraft vor nnd nad dem 
| \ Stoß 


| 


' 
\ 
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‚Stoß die nemlidhe feyn wirds diefes wußte man zwar 
fhon fange, hatte aber, wie ich weiß, hiervon noch Feis 
nen einfachen und affgemeinen Beweis. 

Umgefehrt, ben dem Stoß, der harten Körper denft 
man ji nur die Wirkung fo lange, bis die Körper Ges 
fhroindigfeiten erlangt haben vermoͤge welchen fie fich 
nicht mehr nernichten, und welche folglich, Feine Wirkung 
unter fich herporbringen. Wenn alfo der Effeckt diefer . 
Gefhwindigfeiten auf die gegenfeitige Wirfung der Koͤr⸗ 
. per, Null ift, und man ihnen dieſe nemlichen Geſchwin⸗ 
digkeiten vor der Wirkung mittheilte, ſo wird ſie vermoͤ⸗ 
ge der zuſammengeſetzten Geſchwindigkeiten von dieſen 
hier und der eigenen Geſchwindigkeiten der Koͤrper die 
nemliche feyn. Sie wird alfo auch noch dieſelbe feyn, 
wenn die eingedrüdte Geſchwindigkeiten gleicht und di⸗ 
vecte denen, wovon wir reden entgegengefegt wäre, denn 
die Wirfung wird fich nicht verändern, wenn man vors 
augfest daB man dieſe eingedrücten Geſchvindigkeiten 
durch entgegenfegten Geſchwindigkeit vernichtet. 
€ folgt Hieraus, daß bey den Stoß: der harten 
Körper, die Gefchwindigfeiten u, v u. f. m nach dem Stoß 

ſo befhaffen feyn müffen, daß wenn man den Körpern M, 
N uf. mw. dieſe nemlichen, Geſchwindigkeiten im entge⸗ 
gengefegten Sinne mittheift, die Gleichung 

MV’+HNV3+Uf. wm. —Mu2—Nv24,f.. za 

aFla,b...Jmarml..) > 
von der vorigen Nummer alsdenn noch beſteht. Denn da 
die lieder welche davon die zweite Hälfte ausmachen, 
nur von der gegenfeitigen Wirkung der Körper abhängen, 
fo bleiben fie nathwendig die nemlichen; mithin wird der 
Werth von. 


MRIa 
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.  MU2+NV2 u. ſ. w. — Muꝰ — Nvæ— u. ſ. w. 

bey der Zufammenfegung der Geſchwindigkeiten U, Vu. 
ſ. w. u, v u. ſ. w. mit den Geſchwindigkeiten —u,—v, u. 
ſ. w. nicht verändert. Nennt man alſo A die aus U und 
—u, und b die aus V und — vjufammengefegte Geſchwindig ⸗ 
keit u. ſ. w. ſo hat man die Gleichung | 

MU2 -NV2 2uf.m. —Mu2 — Na — u. ſ. 
| MA3--NB3 + uf. w. 
weil bie zufammengefegten Sefgwindigfeitenu — u, v v 
u. ſ. w. Null find. 

Dadie Geſchwindigkeiten vor dem Stoß U,V u. ſ. w. und 
die Geſchwindigkeiten nach demſelben u,v, find, foift klar, daß 
die durch den Stoß verlohene Befhwindigfeiten, A,B u.fm. 
ſeyn werden; folglih it 

MA? + NB’ Fu f. w. 

Vie lebendige Kraft welche aus diefen Gelchwindigkeite 
entſpringt; woraus man folgenden Schluß zieht! daß bey 
dem Stoß der harten Koͤrper ſo viel von den lebendigen 
Kraͤften verlohren geht, als die lebendige Kraft betraͤgt 
welche ? efe nemliche Körper haben würden, wenn jede 
mit der Gefchwindigfeit welche er bey den Stoß verllehrt, 
gereist würde. Diefes merkwürdige Theorem ige⸗ 
hört wie ich glaube, dem Carnot, welcher es auf eine 
andere Art in feinen Verfuchen über Maſchinen über: 
haupt, gefundenhat; es iſt nothwendig um die Gleichung der 
lebendigen Kräfte zu ergänzen, n den Fällen wo durch 
den. Stoß, von diefen Kräften etwas verlohren geht. 


0 225. 
In der Gleichung von no: a2ı 
MuW +NvV + uftoPpp +Qg’ ru. fm. 
bezeichnen die Größen p, q u. f. w die geradfinigte 
Entfernungen der Punkte, wo die Kräfte P. Qu. ſ. w ans 
gebracht jind,- von den Mittelpunften diefer Sräfte; ale 
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druͤcken die Größen p%, q ſu. iſ. w. die Geſchwindigk eiten 
dieſer Punkte, nach der Richtung dieſer nemlichen Kraͤfte, 
aus, und da die Groͤßen peq u.f.w. nicht in der Gleichung 
mit hineintommen, fo folgt daß diefe Gfeihung immer 
ftatt haben wird, was auch immer die Kräfte P,Q u. f. w. 
feon mögen, fie mögen nach gegebenen Punkten ftreben 
oder nicht, wenn man nur für p’, q’ u. fi w. die reſpek⸗ 
- tiven) Gefhmwindigfeiten der Punfte nimmt, wo diefe 
Kräfte nach der Richtung der Kräfterfelbft angebracht find. - 

Wenn die Kräfte P,Q u. f. w. im Gleichgewicht 
. wären, fo wird nach dem Princip der virtuellen Gefhwins 
Digfeiten (no. 210) die Größe Pr +Qg’+u.f.w. 

Null: alfo zeigt die vorflehende Gleichung, was aus 
dieſer Größe werden wird, wenn die Kräfte eine Bewegung 
bervorbringen; und man ſieht daß fie alsdenn der Erſten⸗ 
funktion von der Hälfte der lebendigen Kraft aller Koͤr⸗ 
per im Spfteme, gleich wird, welches auch noch Überdem 
die Lage und gegenfeltige Verbindung diefer Körper ſeyn mag . 

Wenn alfo in einem Augenblide die Kräfte welche 
auf das Syſtem wirfen außer dem Gleichgewicht fommen, 
(contrebalancer) fo wird die Erftefuuftion der lebendigen 
Kraft Null, und mithin die lebendige Kraft ein Mapgi- 
mum oder ein Minimum feyn (no.131). Weberhaupt 


"von allen Lagen die das Syſtem annehmen kann, ift 


diejenige mo es im. Gleichgewicht ift, auch mit der wo - 
deſſen lebendige Kraft ein Maximum oder ein Minis. 
mum mwird, wenn es in Bewegung wäre, einerley; und 
es iſt betviefen, daß das Gleichgewicht befländig (Nable) 
feyn wird, wenn die lebendige Kraft.ein Marimum 
ift und nicht beftändig wenn die lebendige Kraft ein Mis 
nimum ift. Aber der Beweis diefer bejonderen (finguliere) 
Eigenſchaft des Gleichgewichts kann hier nicht eingeruͤckt 
werden. Siehe die Analyſiſche Medanik. | 26. 


— 
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226. ' 
Da die Größen p‘ q’ u. f. w. nur die Gefchwindig 
feiten der Punfte ausdräden, an welchen die Kräfte P 


Qu. ſ. w. angebracht ſind, nach der Richtung dieſer Kräfe 


te gefhäßt, fo kann man für pl, qıu. f. w. die durch diefe 
Punfte, nach diefen Richtungen gemeinfchaftlich durchlau⸗ 
fenen Räume nehmen. Alfo ift P p! die Erftefunftion von 
dem inhalt derjenigen Curve, deren Abdfeiffe gleich p und 
rechtwinfelige Drdinate gleih P ift, und eben fo wird 
Q g’ die Erftefunktion von dem Inhalt einer Curve feyn, 
deren Abſciſſe q und Ordinate Q ift; und fo mit andern 
(no. 135.) u. f. m. Bezeichnet man Daher refpective die 
Stächeninhefte duch (P), (O, u. f. w. und nimmt die 
urfprünglichen Sunftionen von den beiden Hälften der 
in redeftehenden Gleichung (vorhergehende Nummer) fo 


wird, wenn man durch 2 muftipliciet, und U, V bie 


Geſchwindigkeiten von M, N u. f. w. nennt, wenn die 
Flaͤcheninhalte (P), CO) als anfangend. gedacht werden, 
Mu2+-Nv2 +u. ſ. w. —MUa NV? u. f. m: == 

2 (pP) Fr2 A) u ſ., w. 


Diefe Gleichung iſt mit dee von no. 222. einerley, 
welche das Princip von der Erhaltung der lebendigen 
Kräfte enthält; fie ift aber hier auf eine von den Funk⸗ 
tionen unabhängige Art dargeftellt, welche die Kräfte 
pP, Qu. f. w. dorſtellen koͤnnen. 


Wenn man annimmt daß dieſe Kraͤfte jede beſonders 
auf freye Körper deren Maſſen m, n u. ſ. w. find, wuͤr⸗ 


ten, fo bat man aus den Kundamentals Gleichungen von 


no, 199., mp" =P, ng Q; multipfieirt man refpefs 
tine duch 2 p/, 2a‘ u. f w. und nimmt hievon bie ur⸗ 


ſproͤnglichen Funktionen, ſo hat man 
mar my 
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mp? =a- 2[P), 
ng"=b+2[Q] | 
und fo mit.den andern, wo a und.b willführliche beßaͤn⸗ 
dige Größe find. Nimmt man daher mehrerer Einfach» 
heit wegen an, daß die Gefchwindigkeiten p’, q’ u. f. w. 
Null find, wenn die Flaͤcheninhalte [P], (Q) u. f. m. 
anfangen, op fa=oı,b=o,uf. w.; und folglich 
mp? = 3 [Pjl,ng”=2[{Q], uf. m 
wo man fieht daß mp’, nq“ u. f. w. diejenigen lebens 
digen Kräfte find, welche durch die Kräfte P, Q, u. ſ. 
w. befonders und frey, während der Erzeugung der Flaͤ⸗ 
&eninhalte hervorgebracht „find; fo daß die Klächens 
Inhalte ſelbſt, der Hälfte der lebendigen Kräfte wel⸗ 
che die Inhalte Hervorgedracht Haden gleich find. 

Wenn alfo diefe Kräfte auf Beliebig mit eins 
ander verbundene Körper mwürfen, ſo bringen fie 
fm ganzen Syſtem eine Wermehrung der lebendi⸗ 
gen Kraft hervor, glei der Summe der lebendigen 
Kraͤfte welche jede Kraft für fl hervorbringen wuͤrde, 
wenn fie allein auf einen freyen Koͤrper wuͤrkte, und. 
welche ihm nach Ihrer Ridtung einen Raum durchlaufen 
ließe, glei dem: weien. der Körper würklich nach der 
nemlichen Richtung durdläuft. Hieraus beſteht eigents 
ih das Prinrip von der Erhaltung der Sebendigen 
Kräfte. 


227. " | 
Died. Gefeg der lebendigen Kräfte it in der Theos 
» tie der Mafehienen, von einer großen Wichtigkeit. Der 
allgemeine Gegenftand der Mafidinen iſt, die Würfung 
der bewegenden Kräfte fo anzubringen Ktransmettre), daß 
auf die ſchickliehſte ai die] Widerßande uͤberwunden wer⸗ 


den 


Sr 
£ 


_ 
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den, welche ſich der hervorzubringenden Bewegung ent⸗ 


gegen ſetzen. Dieſe Widerſtaͤnde ſind nichts als Kraͤfte die 


in einem, dem der Kraͤfte entgegengeſetzten Sinn wuͤr⸗ 
fen, man kann fie als negative Kräfte‘ anſehn und behan⸗ 
dein. Es ift alfo bey jeder in Bewegung gefegten Mas ' 
fine die Vermehrung der ganzen lebendigen Kraft immer 
der Summe der lebendigen Kräfte gleich, welche die 
Kräfte hervorgebracht haben würden, weniger der Sums 
me derjenigen, welche durch die Widerflände Hätten her» 
vorgebracht werden fönnen, wenn die Punfte auf wels 
en diefe Kräfte wuͤrken, fi) frei, bewegt hätten. 


. Man ann beinahe alle Kräfte die unter unfrer Ges 
malt ſtehen auf die Schwerkraft und Federkraft reducis 
ven. Ein Gewicht P, welches frei von der Höhe herabs 
fällt, erlangt. eine lebendige Kraft gleich 2 Ph; denn in 
diefem Ball ift die Kraft P befländig, der Flaͤcheninhalt 
(P) ift gleih dem Producte aus der Drdinate P und der 
Abſciſſe h (n0.226.). ‚Wenn man alfo einen fenfrechten 
Sall h eines Gewichts P in feiner Gewalt hat, fo fann 
man eine lebendige Kraft gleich 2 P h überwinden [de- 


penſer], welche bei einer Mafchine als Kraft oder Laft ans 


gewandt werden kann. Gine gefpannte Feder, bringt ins 
dem fie fih abwickelt, eine lebendige Kraft hervor, melde 
von der Kraft der Feder und von dem Raume um welchen ' 
fich die Feder abfpannen kann, der dem doppelten Inhalt 
(P) gleich ift, abhängt (mo, 226.) Hat man daher eine 


. bis zu einem gewiſſen Punkt geſpannte Feder die ſich um 
einen gegebenen Raum abſpannen kann, in ſeiner Gewalt, 


ſo iſt man vermoͤgend eine gegebene Kraft zu uͤberwinden 
und fie in irgend einer Maſchine anzubringen. Man. 
kann daher fagen, daß ein Waſſerfall deſſen Menge und 

Höhe 


4 
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Höhe gegeben find; daß eine gegebene Menge Kohlen, 
in fo weit fie gebraucht wird, eine gegebene Menge Wafr 
fer zu verdunften; daß eine zu einem Gefchüt geaebene 
Menge Pulver; daß die Tagearbeit eines gegebenen Thie⸗ 
res u. f. w. eine beſtimmte Menge von lebendiger Kraft 
enthalten, die man zwar anwenden, ‚aber. duch Feine 
mechaniſchen Mittel vermehren kann. 
Man kann alſo eine Maſchine als beſtimmt anfehen, ' 
eine gegebene Menge: von lebendiger Kraft zu zerftören, 
indem fie eine andere gegebene ‚lebendige Kraft verzehrt. : 
Und es folgt aus dem Hauptprincip, duß die lebendige’ 
Kraft der bewegenden Kräfte, die Widerftände übertreffen 
. muß, und zwar um die Größe um welcher die aanze lebendige 
Kraftzaller Körper welche ſich vermöge diefer Kraft befves 
gen, zunimmt, während daß diefe nemlichen lebendigen 
Kräfte fich verzehren; und wenn im ihren Bewegungen 
plögliche Veränderungen entftänden, fo müßteman die Sum» 
me derlebendigen ‚dräfte weldde aus dem beim Stoß verlohrs 
nen Sefhwindigfeiten entſtehen, hinzuſetzten Ino 224). 

Man Fann auf die Art den Effect einer ‚sen Mafchle 
ne berechnen, und die nöthigen Bedingungen beſtimmen, 
Damit diefer Effect, in Beziehur 7 auf di: 'mflände der 
gegebenen Mafchine der geößtmöglichfte ww: : 


Ich dehne mich nicht weiter über die Anwendungen 
. die Mechanik aus, und will mich nicht damit aufhalten 
beſondere Probleme aufzuloͤſen. Da es mein Plan nicht 
: if, eine Abhandlung Über die Mechanik zu geben, fo be 
gnuͤge ih mich, die Fundamental Principien und Gleis 
dungen der Bewegung :von der Theorie dee Funktionen 
. abgeleitet zu haben, da man fie gewöhnlich nur dur 
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die Betrachtung der unendlich kleinen Groͤßen beweißt. 
Ich hatte mir vorgenpmmen ‚in einem dritten Theile, die 
Uebereinſtimmung des Differenzial ⸗ Calculs mit der 
Theorie der Funktionen zu zeigen, und darin ſehen zu 
laſſen, daß die Methode der unendlich kleinen Größen 
nichts als ein auf diefer Theorie gegruͤndetes finnreiches Ins 
ſtrument ift, und, blos dazu beftimmt ift,, die davon abs 
hängenden Operationen zu verkürzen, da aber diefe Zus 
fammenbringungen (raprochements) nicht ſchwer find, Ho 
uͤberlaſſe ich es, um dieſes Werk nicht zu ſehr zu vergroͤ⸗ 
‚ gern, denjenigen unter meinen Leſern welche den Differens | 
ziai⸗ Calcul inne haben; und uͤberdem glaube ich duch die 
"3e Abhandlung des Differenzial» Calculs von Lacrois 
0" fg überhoben zu ſeyn, mo diefer Calcul unter allen 
hen Gefihtspunften dargeftellt, und mit allem Detail 
In man nur verlangen Fann, auseinander gefetzt iſt. 





Bufah 


uUeber das Princip der virtuellen Geſchwin⸗ 
digkeiten von J. L. Lagrange. 


In den Beweiſen, welche man von dem Princip der 
virtuellen Geſchwindigkeiten gegeben hat, laͤßt man es 
von dem Princip der Zuſammenſetzung der Kräfte, oder 
von dem des Gleichgewichts vom Hebel abhängen. Dies: 
fe. beyden Principien find in der That die gewoͤhnlichen 
Grundpfeiler .der Statif; man weiß aber, daß fe 
nicht evident genug find, um nicht felbft noch. einen‘ 
Beweis nöthig zu haben. Es giebt ein anderes Prin 
ip welches auch sur Vaſis der Wifſenſchaft des Gleich⸗ 

gem id. - 


x 
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gewichts dienen kann; und welches mit dem Vorzug, an 
ſich ſelbſt evident zu feyn, noch den verbindet, daß es 
direct zum Princip der virtuellen Gefhwindigfeit führt 
es iſt das Princip von dem Gleichgewicht der Kloben. 
end mehrere Rollen mit einander in einer Hülfe 
vereinigt find, fo nennt man diefe Verbindung Klo⸗ 
bens und die Verbindung zweyer Kloben, einer unbe⸗ 
weglichen und einer beweglichen!, ſmit einem Strick ums 
geben, wovon das eine Ende befeftigt it, und das ans 
dere mit einer Kraft gezogen wird, bildet eine Mafchine, 
‘in welcher fi die. Kraft zn dem von dem Kloben getras 
genen Gewicht, verhält wie die Einheit zur Anzahl der 
Stricke welche diefen Kloben ‚berühren, ‚indem man fie 
alfe paraliel annimmt, und von der Friction und von 
der Steifigfeit.der Stride abſtrahirt: denn es ift ſicht⸗ 
bar, daß, wegen der gleichförmigen Spannung des 
Strids feiner ganzen Lange nah, das Gewicht von fo 
vielen Kräften gleih der melde das Strick fpannt, er⸗ 
halten wird, als Stride find die den ‘beweglichen Klo⸗ 
ben erhalten, weil diefe Stricke alle als parallel ange⸗ 
nommen find. 

Nun ſey ein Syſtem von Woͤrpern oder vielmehr, von 
Dunften welche auf eine beliebige Art untereinander vers 
theilt und. jeder durch eine oder mehrere Kräfte nad 
gegebenen Richtungen gezogen find; man verlngt das 

. allgemeine Geſetz von dem Gleichgewicht dieſes Syſtems. 
Wir wollen zuerſt ammehmen, daß alle Kräfte welche 
ſich das Gleichgewicht halten, unter ſich commenſurabel 
feyn, fo daß wenn P ihr gemeinfhaftlihes Maaß iſt, 
ſo Hein es auch ſey, diefe Kräfte durch aP, bP, cP, u. ſ. w. 
ausgedruͤckt ſind, wo a, b, c, u. ſ. w. ganze Zahlen be⸗ 
deuten. Es iſt Klar, daß man jede Kraft durch aP vors 
S 2 ſtellen 
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ſtellen kann, oder vielmehr -ihre Würkung, duch. die 
Wuͤrkung eines an einem an befeftigten und am ans 


dern Ende durch ein Gernicpt=-gefpanntes Strict, welches 


zwey Kloben umgiebt einen bemeglihen an den Punkt 
des. Syſtems auf welchen die Kraft wärft, und den 
andern unbeweglichen in einem beliebigen Punkt in det 
Richtung diefer "Kraft befeftigt, dergeftalt, daß, wenn 
der bewegliche Kloben aus a Rollen zufammengefegt if, 
darin 22. Steide And. weiche ihn berühren; denn alsdann 


würde das Gewicht — — E uf diefen Kleben und mithin auf 
den Punft des Eyfems an welchem ſie als befeſtigt vor⸗ 
aus geſetzt if, eine Kraft ausüben, gleich _multipfiet 


durch die Anzahl der Strice 2a, das heißt eine Kraft : 
gleich a P. J 


Ferner, es iſt ſihtbar, daß man alle die beste | 
nen Kräfte ap, bP, cP, u, ſ. w. durch einerley Gewict 


hervorbringen kann, welches an dem einen Ende eines 
am andern Ende feſten Stricks befeſtigt iſt, und ſucceſ⸗ 
five über alle, jedem Punkt des Syſtems zugehörige 
Kloben geht, vermittelft der in dem’ unbeweglichen Klo⸗ 
ben befeftigten zuruͤckfuͤhrenden Rolle (poulies de renvais), 
Es iſt augenſcheinlich, dag in diefer Vertheilung das Gleichge⸗ 
wicht des Syſtems allgemein geſprochen nur alsdann ſtatt ha⸗ 
ben wird, wenn die Lage des Spftems foibefchaffen iſt, daß 
dag Gewicht nicht weiter herabſteigen kann; denn wenn 
es noch durch eine Veränderung: in der Lage des Syſtems, 
berabfteigen. Fönnte, fo würde weil diefe Veränderung 
ganz frep angenommen ift, das Gewicht nothwendig bers. 
’ ’ | abſteigen 
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adfteigen. Ich ſage: allgemein gefprochen; denn 


"man weiß, daß es beſondere Fälle . des Gleichgewichts 
giebt, wo das Herabfteigen, des Gewichts, das kleinſte 


if, flatt das größte ;u ſeyn. Darüber fehe man die’ | 


analytiſche Mechanik. 


Dies vorausgeſetzt, ſo wollen wir mehrerer Einfach, 


heit wegen annehmen, daß das erſte Ende des Stricks 


.- 


“am esften unbeweglichen Kloben befeftigt ſey, und daß 


Das andere Ende des Stricks das Gewicht "trage, nach⸗ 
dem es über die juführende in der im lenten unbemeglis 
chen Kloben befeftigten Rolle gegangen ift. 

Es fey x die Entfernung zwifehen den beyden erften 
Kloben, einen feften und einen bemweglichen, woraus die 
Kraft! aP entfieht, y die Entfernung zwiſchen den beys . 
den andern Kloben, melde die Kraft bP- hervorbrin⸗ 


amd. z die Entfernung zwiſchen den Kleben, welche die 


Kraft cP hervorbeingen, und fo weiter. Es fey ferner 
F die Entfernung zwifchen den beyden erften zuruͤckfuͤh⸗ 
renden Rollen, p die Entfernung zwiſchen der zweyten 
und dritten, h die Entfernung zwiſchen ‚der dritten und. 
vierten, zu. ſo weiters endlich fey w der Theil des zwi⸗ 


fhen der legten zuruͤcfuͤhrenden und dem Gewichte | 
enthaltenen Stricks, welches Gewicht an ſeinem aͤußer⸗ 


ſten Ende befeſtigt iſt. Es iſt leicht zu ſehen ‚ daß, weil 


2a Striche find, welche die Ibeyden erſten Kloben verbins 
den, die ganze Länge des Strids, welches diefe Kloben 
umgiebt 2ax feyn wird, eben fo ıft dig ganze Länge des⸗ 


jenigen Theils des Stricks, welches die beyden folgenden 


Kloben umgiebt 2by, und fo meiter; wir abſtrahiren hier 
vom Durchmeſſer der Rollen, die man fo; klein alslman will 


annehmen kann. ZFerner, die Theile des Stricks, welches 


©; Ba ſich 


ı , | 
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ſich zwiſchen den zuruͤckfuͤhrenden Rollen befinden, werden, 


aAf, g, und h feyn ; fügt nıan alfo zu allen diefen Theilen 


Pr} 


-den legten Theil u des Stricks hinzu, fo bat man 


aax + 2by.+ 2cz + uf. +f+rg+rhrufm 
für die ganze Länge des Stricks, welche wir durch 1 bes 
zeichnen wollen. Hieraus ziehen wir. 

u=al—f- a u.ſ. w. — ans —aby ic = 1m. 


In dieſer Gleichung ſind die Groͤßen 1,6 5 hu. uf. w. 


- gegeben und beftändig, fo wie die Zahlen a, b, c durch 
die Natur-des Syſtems; die Entfernungen x, y, u. ſ. w. 
ſind veraͤnderliche Groͤßen, welche von der Lage des Sy: 


ftemd abhängen, und ai Sröße u beflimmt das Herab⸗ 


| Reigen des Gewichts *— welche, da ſie im Zuſtande des 


Sleiogewichts des Sctems am groͤßten ſeyn muß, fo 


muß u alsdann ein Marimum ſeyn. 

Alſo dat man uͤberhaupt für. das Gleichgewicht des 
Syſtems, u mag ein Marimum oder Minimum 
ſeyn, die Bedingung u’ = o und folglich \ 

zax’ + aby’ + 20 +uf w=0 


Die &fefunftionen x, y, 2 u. ſ. w. beziehen ſich 
auf jede der veränderlichen Größen von melden die 
Größen z, 2 u. ſ. w. anhängen. 


Die berechne Gleichung wird, , nachdem man 


ſie durch — multiplizirt — 


apa’ + bPy' + cPz’ + u. ſ. w. 


eine allgemeine Gleichung von dem Princip der virtuel⸗ 


en Bergmindigfeiten für ein Soſtem von Vunkten/ wel⸗ 
cCcche 
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che durch die Kräfte ap, bP,-cP u. f. w. nach den Richs 
tungen det Linien x, yz’ u. ſ. Mu gezogen werden, weil 
‚die Erſtefunktionen x',y/,2 u. ſ. w. ‚nichts anders find als 
die Gefhmwindigfeiten, welche die Punkte des Spftems 
nach der Richtung diefer nemlichen Linien, duch eing bes 
liebige Veränderung in der Lage des ˖ Syſtems, erhalten 

koͤnnten. Siehe Nr. 210 von der Theorie der Funk—⸗ 
tionen, zu weldem Das was wir eben gezeigt haben, 
als Supplement dienen fan. 


Obgleich der vorhergehende Beweis die Commenſu⸗ 


rabilitäͤt der Kraͤfte vorausſetzt, fo iſt er doch deewegen nicht 
minder allgemein fuͤr beliebige Kraͤfte, und es wuͤrde nicht 
ſchwer ſeyn, ihn auf incommenſurable Kräfte, durch das. 
bekannte Raiſonnement anzuwenden; wir wollen uns aber 
hierbey nicht' aufhalten. | 


Ich till nur, in Beziehung auf den Zall des Gleich⸗ 
aewichts, wo das Herabfteigen des Gewichts ein Minis 
mum ift, hinzufügen, daß man diefg Arten von Gleiche 
gewicht immer auf das Gleichgewicht des Marimum zu: 
ruͤckbringen kann, indem man die Kräfte in folhen Ride 
tungen nimmt, welche ihren lelgenen Richtungen entges 
gerigefegt find; denn man weiß, daß, wenn Kräfte in eir 
nem beliebigen Syſtem im Gleichgewicht find, das Gleich⸗ 
gewicht nad beftehen wird. indem man diefen Kräften ents | 
gegengefeßte Richtungen giebt, wenn nut dadurch Feine 
. Unordnung in dem Spftem entfteht, das heißt, daß die 
- Körper ‚oder Punkte die wegen der Natur des. Spftemb -. 
neben einander und auf gegebene Entfernungen ſeyn follen, 
gendthigt find ihre refpective Lage, nach der Veränderung 
ber Richtung der Körper zu behalten; und es iſt leicht zu 

bewei⸗ 


272 Anwendung der Theorie, 


beweiſen, daß wenn, das Herabfteigen des Gewichts im 
erften Zuftand ein Marimum ift, es nach Diefer Ber: _ 


Anderung ein Minimum feyn wird, und umgefehrt, 


daß es ein Maximum werden wird, wenn es ein Mi⸗ 
nimum war. 
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